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Dans tout le problème :

• 𝑛 et 𝑘 sont deux entiers vérifiant 2 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛. L’espace 𝐸 est un espace vectoriel réel de
dimension 𝑛, muni d’un produit scalaire ⟨⋅, ⋅⟩𝐸 qui en fait un espace euclidien.

• On note 0𝐸 le vecteur nul, 0ℒ(𝐸) l’endomorphisme nul et ℬ = (𝑒1, … , 𝑒𝑛) une base
orthonormale de 𝐸. L’endomorphisme identité est noté id𝐸.

• Pour tout sous-espace 𝐹 de 𝐸, on note 𝐹 ⟂ son orthogonal et 𝑝𝐹 le projecteur
orthogonal d’image 𝐹 : il vérifie 𝑝𝐹 (𝑥) = 𝑥 pour 𝑥 ∈ 𝐹 et 𝑝𝐹 (𝑥) = 0𝐸 pour 𝑥 ∈ 𝐹 ⟂.

• On note ℳ𝑛,𝑚(ℝ) l’ensemble des matrices réelles à 𝑛 lignes et 𝑚 colonnes. La
transposée de 𝐴 est notée 𝑡𝐴.

• Pour (𝜌1, … , 𝜌𝑘) ∈ ℝ𝑘, on note Diag(𝜌1, … , 𝜌𝑘) la matrice diagonale de taille 𝑘 ayant
ces coefficients dans cet ordre.

• On note 𝐼𝑛 la matrice identité de taille 𝑛.

La somme de 𝑘 sous-espaces 𝐹1, … , 𝐹𝑘 de 𝐸 est

𝑘
∑
𝑖=1

𝐹𝑖 = {
𝑘

∑
𝑖=1

𝑥𝑖 ∣ 𝑥𝑖 ∈ 𝐹𝑖 pour tout 𝑖} .

Ces sous-espaces sont en somme directe si chaque vecteur de leur somme admet une
unique décomposition sous cette forme. On note alors leur somme ⨁𝑘

𝑖=1 𝐹𝑖.

Partie I — Partitions de l’identité

Soient 𝑢1, … , 𝑢𝑘 des endomorphismes de 𝐸. On dit qu’ils constituent une partition de
l’identité de 𝐸 si 𝑢1 + ⋯ + 𝑢𝑘 = id𝐸.
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1. Exemple 1. Dans cette question, 𝑛 = 3 et 𝐸 = ℝ3. Soit

𝐴 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

0 1 0

0 0 0

0 0 −1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

et 𝑓 l’endomorphisme de matrice 𝐴 dans la base canonique de ℝ3.

1. (a) Préciser le spectre de 𝐴 et montrer que 𝐴 n’est pas diagonalisable.

1. (b) Montrer que le polynôme 𝑄(𝑋) = 𝑋3 + 𝑋2 est un polynôme annulateur de 𝐴.

1. (c) Existe-t-il un polynôme de degré 2 annulateur de 𝐴?

1. (d) Trouver deux polynômes 𝑄1, 𝑄2 ∈ ℝ[𝑋] pour lesquels les endomorphismes
𝑄1(𝑓) et 𝑄2(𝑓) sont des projecteurs et constituent une partition de l’identité de ℝ3.

2. Exemple 2. On considère un endomorphisme 𝑓 de 𝐸, diagonalisable, possédant 𝑘
valeurs propres distinctes 𝜆1, … , 𝜆𝑘.

Pour 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘, on note

𝐿𝑖(𝑋) = ∏
1≤𝑗≤𝑘

𝑗≠𝑖

𝑋 − 𝜆𝑗
𝜆𝑖 − 𝜆𝑗

,

𝐸𝜆𝑖
(𝑓) = Ker(𝑓 − 𝜆𝑖 id𝐸), 𝑣𝑖 = 𝐿𝑖(𝑓).
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2. (a) Justifier 𝐸 = ⨁𝑘
𝑖=1 𝐸𝜆𝑖

(𝑓). En déduire que

𝑘
∏
𝑗=1

(𝑋 − 𝜆𝑗)

est un polynôme annulateur de 𝑓 .

2. (b) Établir, pour tout 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘, l’inclusion Im(𝑣𝑖) ⊂ 𝐸𝜆𝑖
(𝑓).

2. (c) Pour tout 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑘, calculer

𝑘
∑
𝑖=1

𝐿𝑖(𝜆𝑗).

En déduire que 𝑣1, … , 𝑣𝑘 constituent une partition de l’identité de 𝐸.

2. (d) Établir, pour tout 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘, l’égalité Im(𝑣𝑖) = 𝐸𝜆𝑖
(𝑓). Identifier l’endomorphisme

𝑣𝑖.

3. Soient 𝑢1, … , 𝑢𝑘 des endomorphismes constituant une partition de l’identité de 𝐸. On
note 𝑟𝑖 = rg(𝑢𝑖).

3. (a) Établir

𝐸 =
𝑘

∑
𝑖=1

Im(𝑢𝑖)

et

𝑛 ≤
𝑘

∑
𝑖=1

𝑟𝑖.
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3. (b) Montrer que les sous-espaces Im(𝑢1), … , Im(𝑢𝑘) sont en somme directe si et
seulement si

𝑛 =
𝑘

∑
𝑖=1

𝑟𝑖.

3. (c) On cherche à montrer l’équivalence des propriétés suivantes :

(1) 𝑛 =
𝑘

∑
𝑖=1

𝑟𝑖;

(2) 𝑢1, … , 𝑢𝑘 sont des projecteurs ;

(3) 𝑢𝑖 ∘ 𝑢𝑗 = 0ℒ(𝐸) pour 𝑖 ≠ 𝑗.

3. (c) i. En utilisant la trace des matrices de projecteurs, justifier (2) ⇒ (1). On établira
au préalable que la trace de la matrice d’un projecteur est égale à son rang, en
utilisant une base adaptée à son image et à son noyau.

3. (c) ii. À l’aide de 3. (b), et en écrivant les vecteurs 𝑢1(𝑥), … , 𝑢𝑘(𝑥) comme des
sommes de 𝑘 vecteurs, établir (1) ⇒ (3).

3. (c) iii. Conclure en établissant une troisième implication.

Partie II — Représentation matricielle d’un projecteur orthogonal

4. (a) Soit 𝑝 un endomorphisme de 𝐸 et 𝑃 sa matrice dans ℬ. Montrer que 𝑝 est un
projecteur orthogonal si et seulement si 𝑃 2 = 𝑃 et 𝑡𝑃 = 𝑃 .

4. (b) Soit 𝑓 un endomorphisme de 𝐸 et 𝑀 sa matrice dans ℬ. Établir l’existence d’un
réel 𝛼 et d’un projecteur orthogonal 𝑝 tels que 𝑓 = 𝛼𝑝 si et seulement si
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Tr(𝑀)𝑀2 = Tr(𝑀2)𝑀 et 𝑡𝑀 = 𝑀 .

5. (a) Écrire en Python une fonction tr(A) qui calcule la trace d’une matrice carrée
réelle 𝐴 fournie sous la forme d’un tableau NumPy.

5. (b) La fonction suivante teste si une matrice carrée réelle 𝐴 de taille 𝑛 est symétrique.

Python

def issym(n, A):

b = True

for i in range(n - 1):

for j in range(i + 1, n):

b = b and (A[i, j] == A[j, i])

return b

Préciser la signification de la ligne b = b and (A[i, j] == A[j, i]). Donner un
exemple d’utilisation en précisant les entrées et la sortie.

Les indices Python commencent à 0. La commande A.shape[0] renvoie le nombre de
lignes d’un tableau NumPy. Le produit matriciel s’écrit np.dot(A, B) ; le produit A * B

de deux tableaux est un produit coefficient par coefficient. Les tests d’égalité du code
sont des tests exacts, conformément aux identités mathématiques étudiées.

5. (c) La fonction suivante teste si une matrice carrée réelle 𝑀 de taille 𝑛 représente un
endomorphisme de la forme 𝛼𝑝, où 𝑝 est un projecteur orthogonal, dans une base
orthonormale. Elle utilise les deux fonctions précédentes et la condition de 4. (b).

Python

import numpy as np

def orthoproj(n, M):

M2 = np.dot(M, M)

A = tr(M) * M2

B = tr(M2) * M

b = issym(n, M)
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if b:

for i in range(n):

for j in range(n):

b = ...

return b

Compléter la ligne incomplète. Donner les sorties pour

𝑀1 =
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

1 1

1 0

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

, 𝑀2 =
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

1 1

1 1

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

.

Les définitions suivantes concernent les questions 6 à 9. Pour 𝑥 ∈ 𝐸, on note 𝑋 la
colonne de ses coordonnées dans ℬ. Soit ℱ = (𝑠1, … , 𝑠𝑘) une famille de vecteurs de 𝐸 et
𝐹 = Vect(𝑠1, … , 𝑠𝑘). On note 𝑆 ∈ ℳ𝑛,𝑘(ℝ) la matrice dont les colonnes sont les
coordonnées de 𝑠1, … , 𝑠𝑘 dans cet ordre.

6. (a) Montrer que 𝑆 et 𝑡𝑆𝑆 ont le même rang.

6. (b) Soit 𝑦 ∈ 𝐸. Montrer que 𝑦 ∈ 𝐹 si et seulement s’il existe 𝑍 ∈ ℳ𝑘,1(ℝ) tel que
𝑌 = 𝑆𝑍.

6. (c) Soit 𝑦 ∈ 𝐸. Montrer que 𝑦 ∈ 𝐹 ⟂ si et seulement si 𝑡𝑆𝑌 = 0.

6. (d) Soient 𝑥 ∈ 𝐸 et 𝑦 = 𝑝𝐹 (𝑥). Établir l’existence de 𝑍 ∈ ℳ𝑘,1(ℝ) tel que 𝑌 = 𝑆𝑍 et
𝑡𝑆𝑋 = 𝑡𝑆𝑆𝑍.

6. (e) En déduire l’expression de la matrice de 𝑝𝐹 dans ℬ en fonction de 𝑆, lorsque ℱ
est libre.

7. Soit 𝑀 ∈ ℳ𝑘(ℝ) une matrice symétrique. On appelle inverse de Penrose-Moore de 𝑀
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toute matrice 𝑁 ∈ ℳ𝑘(ℝ) vérifiant

𝑀𝑁𝑀 = 𝑀, 𝑁𝑀𝑁 = 𝑁, 𝑡(𝑀𝑁) = 𝑀𝑁, 𝑡(𝑁𝑀) = 𝑁𝑀.

7. (a) Établir l’existence d’une matrice 𝑄 ∈ ℳ𝑘(ℝ) vérifiant 𝑡𝑄𝑄 = 𝑄𝑡𝑄 = 𝐼𝑘 et de réels
𝜌1, … , 𝜌𝑘 tels que

𝑀 = 𝑄Diag(𝜌1, … , 𝜌𝑘)𝑡𝑄.

7. (b) On définit ℎ ∶ ℝ → ℝ par ℎ(𝑡) = 1/𝑡 si 𝑡 ≠ 0, et ℎ(0) = 0. On pose

𝑀 (−) = 𝑄Diag(ℎ(𝜌1), … , ℎ(𝜌𝑘))𝑡𝑄.

Montrer que 𝑀 (−) est une inverse de Penrose-Moore de 𝑀 .

7. (c) Soit 𝑁 une inverse de Penrose-Moore de 𝑀 .

7. (c) i. Justifier 𝑁 = 𝑀 𝑡𝑁𝑁 et 𝑀2𝑁 = 𝑀 .

7. (c) ii. Soit 𝑈 ∈ ℳ𝑘(ℝ). Si 𝑀2𝑈 = 0, montrer que 𝑀𝑈 = 0.

7. (c) iii. On pose 𝑈 = 𝑁 − 𝑀 (−). Justifier que 𝑀 (−) est l’unique inverse de
Penrose-Moore de 𝑀 .

8. On note (𝑡𝑆𝑆)(−) l’unique inverse de Penrose-Moore de 𝑡𝑆𝑆 et on pose

𝑃 = 𝑆(𝑡𝑆𝑆)(−)𝑡𝑆.

8. (a) Montrer que 𝑃 et 𝑆 ont le même rang.

8. (b) Justifier que 𝑃 est la matrice de 𝑝𝐹 dans ℬ, et que son expression généralise celle
de 6. (e) lorsque ℱ est libre.
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9. Exemple. On suppose 𝑘 = 2, 𝑠1 = (𝛼1, … , 𝛼𝑛), 𝑠2 = (𝛽1, … , 𝛽𝑛) dans ℬ, 𝑠1 ≠ 0𝐸 et 𝑡𝑆𝑆
non inversible.

9. (a) Établir l’existence d’un réel 𝜃 tel que 𝛽𝑖 = 𝜃𝛼𝑖 pour tout 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛.

9. (b) Déterminer une matrice orthogonale 𝑄 pour laquelle 𝑡𝑄𝑡𝑆𝑆𝑄 est diagonale.

9. (c) En déduire l’inverse de Penrose-Moore de 𝑡𝑆𝑆.

9. (d) Soit

𝑥 =
𝑛

∑
𝑖=1

𝑥𝑖𝑒𝑖 ∈ 𝐸.

Calculer 𝑝𝐹 (𝑥).

Partie III — Application probabiliste

Dans cette partie, 𝐸 = ℝ𝑛. Toutes les variables et tous les vecteurs aléatoires sont définis
sur le même espace probabilisé (Ω, 𝒜, 𝑃).

Pour tout entier 𝑑 ≥ 1, on dit qu’une variable 𝐶 suit la loi du khi-deux de paramètre 𝑑,
notée 𝜒2(𝑑), lorsque 𝐶/2 suit la loi gamma 𝛾(𝑑/2) de forme 𝑑/2 et de taux 1. Aucune
propriété de cette loi, autre que cette définition, n’est supposée connue.

On appelle variable gaussienne toute variable qui suit une loi normale ou qui est
certaine. On note sa loi 𝒢(𝜇, 𝜎2), où 𝜇 est son espérance et 𝜎 son écart-type. Si 𝜎 > 0, il
s’agit de 𝒩(𝜇, 𝜎2) ; si 𝜎 = 0, on a 𝑃(𝑋 = 𝜇) = 1.

10. Soient 𝜇 ∈ ℝ, 𝜎 > 0 et 𝑋1, … , 𝑋𝑛 des variables mutuellement indépendantes de
même loi 𝒩(𝜇, 𝜎2). Montrer que

𝑛
∑
𝑖=1

(𝑋𝑖 − 𝜇
𝜎 )

2
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suit la loi 𝜒2(𝑛).

On dit qu’un vecteur (𝐺1, … , 𝐺𝑛) est un vecteur gaussien centré si, pour tout
𝑎 = (𝑎1, … , 𝑎𝑛) ∈ ℝ𝑛, la variable

𝑛
∑
𝑖=1

𝑎𝑖𝐺𝑖

est une variable gaussienne centrée. On note 𝐺 la colonne de ses composantes.

11. Soient (𝐺1, … , 𝐺𝑛) un vecteur gaussien centré, 𝑀 ∈ ℳ𝑛(ℝ) et 𝐻 = 𝑀𝐺.

11. (a) Montrer que (𝐻1, … , 𝐻𝑛) est un vecteur gaussien centré.

11. (b) Justifier que chaque produit 𝐺𝑖𝐺𝑗 admet une espérance.

On note alors Λ(𝐺) = (𝐸(𝐺𝑖𝐺𝑗))1≤𝑖,𝑗≤𝑛. On admet le résultat particulier suivant : deux
vecteurs gaussiens centrés 𝐺 et 𝑅 vérifiant Λ(𝐺) = Λ(𝑅) ont la même loi. Autrement dit,
pour tout (𝑥1, … , 𝑥𝑛) ∈ ℝ𝑛,

𝑃 (
𝑛

⋂
𝑖=1

{𝐺𝑖 ≤ 𝑥𝑖}) = 𝑃 (
𝑛

⋂
𝑖=1

{𝑅𝑖 ≤ 𝑥𝑖}).

12. On suppose 𝐺1, … , 𝐺𝑛 mutuellement indépendantes de même loi 𝒩(0, 1).

12. (a) Montrer que (𝐺1, … , 𝐺𝑛) est un vecteur gaussien centré. Déterminer Λ(𝐺).

12. (b) Soit 𝑄 ∈ ℳ𝑛(ℝ) vérifiant 𝑡𝑄𝑄 = 𝑄𝑡𝑄 = 𝐼𝑛 et soit 𝐻 = 𝑄𝐺. Montrer que
𝐻1, … , 𝐻𝑛 sont mutuellement indépendantes de même loi 𝒩(0, 1).

13. Soit (𝐺1, … , 𝐺𝑛) un vecteur gaussien centré dont les composantes sont
mutuellement indépendantes et de variance 1. Soient 𝑃1, … , 𝑃𝑘 des matrices
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symétriques réelles de taille 𝑛, de rangs respectifs 𝑟1, … , 𝑟𝑘. On suppose

𝑘
∑
𝑖=1

𝑃𝑖 = 𝐼𝑛,
𝑘

∑
𝑖=1

𝑟𝑖 = 𝑛.

13. (a) Justifier que 𝑃1, … , 𝑃𝑘 représentent des projecteurs orthogonaux dont les images
sont deux à deux orthogonales.

13. (b) En déduire l’existence d’une matrice 𝑄 vérifiant 𝑡𝑄𝑄 = 𝑄𝑡𝑄 = 𝐼𝑛, pour laquelle
toutes les matrices 𝑄𝑃𝑖

𝑡𝑄 sont diagonales.

13. (c) On suppose 𝑟1 ≠ 0. Montrer que 𝑡𝐺𝑃1𝐺 suit la loi 𝜒2(𝑟1).

13. (d) Montrer que 𝑡𝐺𝑃1𝐺, … , 𝑡𝐺𝑃𝑘𝐺 sont mutuellement indépendantes.

14. Soient 𝑞, 𝑚 ≥ 2 des entiers et (𝑋𝑖,𝑗)1≤𝑖≤𝑞, 1≤𝑗≤𝑚 une famille de variables
mutuellement indépendantes de même loi 𝒩(0, 1). On pose

𝑋 = 1
𝑞𝑚

𝑞
∑
𝑖=1

𝑚
∑
𝑗=1

𝑋𝑖,𝑗, 𝑍𝑗 = 1
𝑞

𝑞
∑
𝑖=1

𝑋𝑖,𝑗 (1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚).

14. (a) Déterminer les lois de 𝑋 et

𝑞
∑
𝑖=1

𝑚
∑
𝑗=1

(𝑋𝑖,𝑗 − 𝑋)2

et établir leur indépendance.
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14. (b) Déterminer les lois de

𝑞
∑
𝑖=1

𝑚
∑
𝑗=1

(𝑋𝑖,𝑗 − 𝑍𝑗)2

et

𝑞
𝑚

∑
𝑗=1

(𝑍𝑗 − 𝑋)2

et établir leur indépendance.
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