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Corrigé

Rappels et conventions utilisés dans tout le corrigé.

On note u la colonne de M, ;(R) dont tous les coefficients valent 1 (notation de la partie
I, réutilisée partout sauf en 8, ot1 I'énoncé appelle aussi u une colonne quelconque). Pour
x € Mk:,l (lR),

k
bur = sz = (u, ),
=1

et (x,y) = ‘zy.

Une matrice @) de M, (R) est orthogonale si 'QQ = I, ; elle est alors inversible d’inverse
tQ. C’est le cas d’une matrice dont les colonnes forment une base orthonormale de
M 1(R).

Théoréme spectral : toute matrice symétrique réelle A est diagonalisable dans une base
orthonormale de vecteurs propres, c’est-a-dire qu’il existe P orthogonale et D diagonale
réelle telles que A = PD'P; les sous-espaces propres de A sont deux a deux

orthogonaux.

Covariance de variables discretes admettant une variance : elle existe, elle est bilinéaire
et symétrique, Cov(Z, Z) = V(Z), Cov(Z, ¢) = 0 pour une constante c, et

Cov(Z,Z") = 0si Z et Z’ sont indépendantes. Une variable discrete Z admettant une
variance vérifie V(Z) = 0 si et seulement si P([Z = E(Z)]) = 1.5i Z > 0 est discréte et
E(Z) =0, alors P([Z = 0]) = 1 (chaque valeur z > 0 vérifie zP([Z = z]|) < E(Z) = 0).

Formule de l'espérance totale (cadre discret) : si (4,,) est un systeme complet
d’événements de probabilités non nulles et si Z est une variable discrete admettant une

espérance, alors Z admet une espérance pour chaque P, et

E(Z)=)_ P(A,)E(Z|4,),

la série convergeant absolument.
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Lois usuelles : si Z < B(n,0), E(Z) =nfetV(Z) =nf(1 —0);si G < G(0) avec
0< 8 < 1 (loi géométrique sur N, P([G = m]) = (1— 6)™18), E(G) = = et

6
1—06
7 Une somme de n variables de Bernoulli de méme parametre 6

V(G) =

mutuellement indépendantes suit la loi B(n, 9).

Séries géométriques dérivées : pour |z| < 1,

et

= L 2
Zz(z — 1z = m

=2

Ces formules restent vraies pour z = 0 avec la convention 0° = 1.

Partie I. Lois généralisées de Bernoulli

1. a) Méthode : calcul direct du produit d"une colonne par une ligne.

Le coefficient d’indice (4, j) de M = a'uest a; x 1 = a,. Ainsi

al al al
a2 a2 a2
M =
a’k ak ak

Toutes les colonnes de M sont égales a a, qui est non nulle : I'espace engendré par les

colonnes est Vect(a), de dimension 1.
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Conclusion

M est la matrice dont toutes les colonnes valent a, et rg(M) = 1.

b) Méthode : associativité du produit matriciel.

k
Ma = a(tua) = a (ZGZ) = aa.

Comme a # 0, a est un vecteur propre de M associé a a.

Conclusion

Ma = aa, donc « est valeur propre de M (de vecteur propre a).

c) Méthode : polynome annulateur.

M? = a(‘ua)tu = aa’u = aM. Le polyndme X? — aX = X(X — «) annule M ; toute
valeur propre de M en est racine. Concretement, si Mz = px avec x # 0, alors

M?z = p?x et aMz = apz, donc pu(p — )z =0 et u € {0, a}.

De plus 0 est effectivement valeur propre, car rg(M) = 1 < k (puisque k > 2), donc M

n’est pas inversible; et « est valeur propre d’apres b).

Conclusion

M? = aM et les valeurs propres de M sont exactement 0 et o (ces deux valeurs

étant confondues si o = 0).

d) Méthode : somme des dimensions des sous-espaces propres.

Pour z € M 1(R),
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Comme a # 0,

k
Ker M = {x; inzo},
=1

de dimension k£ — 1 (théoréme du rang, avec rg(M) = 1).

Sia # 0: les valeurs propres sont 0 et «, distinctes. Le sous-espace propre associé a 0 est
Ker M, de dimension k — 1, et le sous-espace propre associé a o contient a # 0, donc est
de dimension au moins 1. La somme des dimensions des sous-espaces propres vaut au

moins k, donc exactement k : M est diagonalisable.

Si o = 0: la seule valeur propre de M est 0. Si M était diagonalisable, elle serait
semblable a la matrice nulle, donc nulle, ce qui contredit rg(M) = 1. Autre formulation :

le seul sous-espace propre est Ker M, de dimension k — 1 < k.

Conclusion

M est diagonalisable si et seulement si o # 0.

e) Méthode 1 — Valeurs propres. I;, — M est inversible si et seulement si ({,, — M)z =0
n’a que la solution nulle, c’est-a-dire si et seulement si 1 n’est pas valeur propre de
M. D’apres c), les valeurs propres de M sont 0 et o; comme 1 # 0, la condition

équivauta o # 1.

M. Avec M2 = aM :

Méthode 2 — Inverse explicite. Si o # 1, posons N = [, + 1

—

1 « l—«
I, —MN =1 M — M — M=1 —1|\M=1
(L, ) R o kz+<1_a ) ks

donc I, — M est inversible d'inverse N.Sia =1, (I, — M)a = a —a = 0 avec a # 0, donc

I,, — M n’est pas inversible.
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Comparaison : la méthode 1 est immédiate grace a c) ; la méthode 2 fournit en plus

I'inverse.

Conclusion

1
I, — M est inversible si et seulement si o« # 1, etalors (I, — M) ' =1, + 1—M
—a

f) Méthode : caractérisation M? = M des projecteurs, puis orthogonalité du noyau et

de I'image.

Sia =1, c) donne M? = M : 'endomorphisme de R* canoniquement associé a M est un
projecteur. Son image est I’espace engendré par les colonnes, Vect(a) (question a)), et

son noyau est

k
Ker M = {x; sz = 0}
=1

(question d)), c’est-a-dire I'orthogonal de Vect(u), puisque

Z:Ei = (u, x).

Méthode 1 — Noyau orthogonal a I'image. Le projecteur est orthogonal si et
seulement si son noyau et son image sont orthogonaux, c’est-a-dire si et seulement si

L
a € (Vect(u)') = Vect(u). Cela s’écrit a = cu avec c réel, et la condition

Zaizl

. . 1
impose kc = 1, soit a = P
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Méthode 2 — Symétrie de la matrice. La base canonique étant orthonormale, un
projecteur est orthogonal si et seulement si sa matrice dans cette base est symétrique.

Or le coefficient (i, j) de M est a; et le coefficient (j,i) est a; : M est symétrique si et

1
seulement si tous les a; sont égaux, donc égaux a % puisque leur somme vaut 1.

Comparaison : la méthode 1 utilise la définition géométrique; la méthode 2 est un calcul

immeédiat sur la matrice.

Conclusion

pour o = 1, M est la matrice du projecteur sur Vect(a) parallelement a '’hyperplan

k
{x; sz 20};
i=1

1
ce projecteur est orthogonal si et seulement si a = s c’est-a-dire si M est la

1
matrice dont tous les coefficients valent R

2. a) Méthode : description presque stire des valeurs de X.

Si X = e;, lai-eme composante de X vaut 1:[X =¢;] C [X, =1].

(2

Les événements [X = ¢,], ..., [X = ¢;] sont deux a deux incompatibles et

k
ZP([X: e;]) = ij =1

=1
Donc l'événement D = U;Ll [X = e,] est de probabilité 1 et son contraire D est
négligeable. Sur D, X est égal a I'un des ¢;, dont la seule composante égale a 1 est la
j-eéme; side plus X; = 1, alors j = i. Ainsi [X; = 1] N D = [X = ¢;], et [X, = 1] ne differe

de [X = ¢,] que par une partie de I'événement négligeable D.

On en déduit P([ X, = 1]) = P([X = ¢,]) = p;- De méme, U#i[X =¢;] C [X,

(2

= 0], donc
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P([X,=0]) >1—p,, dou P([X, =0]) =1—p, : X, prend presque slirement ses valeurs
dans {0, 1} et suit la loi de Bernoulli B(p, ), d’espérance p;.

Conclusion

[X =¢,;] C [X, = 1], ces deux événements étant égaux a un événement négligeable
pres (égaux sil'on convient que X ne prend que les valeurs ey, ..., e;); X; = B(p;)
et £(X) = p.

b) Méthode : valeur de X; + X, sur chacun des événements [X = e ].

Sur [X =e;]U[X = ey], X; + Xy = 1;sur [X = ej]avec j > 3, X; + X, = 0. Ces
événements recouvrent D, de probabilité 1. Donc X, + X, prend presque stirement les

valeurs 0 et 1, avec P([X; + X, = 1]) = p; + ps.

Conclusion

X1+ Xy < B(py +p2)-

¢) Méthode 1 — Formule de Kénig-Huygens. Aucun e; n’a deux composantes non
nulles, donc X; X, = 0 sur D, c’est-a-dire presque stirement, et F(X, X,) = 0. Par
suite  Cov(X,, X,) = E(X,X,) — E(X)E(X,) = —p1ps.

Méthode 2 — Variance d’'une somme. V(X; + X,) = V(X;) + V(X,) + 2Cov(X;, X,).
D’apreés a) etb) :

(p1 +p2) (1 —=py —py) = p1 (1 —py) +po(1 —py) +2Cov(Xy, Xy).

Le membre de gauche vaut p; + p, — p? — 2p;p, — p3, d’ott 2Cov(X,, X,) = —2p;p,.

Comparaison : la méthode 1 est la plus directe; la méthode 2 réutilise b).
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Conclusion

Cov(Xy, Xy) = —pipo.

d) Méthode : généralisation de c) a un couple quelconque d’indices.

Le raisonnement de c) s’applique a tout couple (i, j) avec i # j : X, X; = 0 presque

stirement, donc Cov (X, Xj) = —p;p;- Et V(X;) = p;(1 —p;) par a).

Conclusion

pi(—py)  —pips 0 =Pl
—Da2Dq Pz(l - pz) —P2Px
V(X) — 9
—DrP1 —pppy o pp(l—pyp)

c’est-a-dire V(X ) = Diag(p) — p'p.

3. a) Méthode : calcul matriciel.

‘u Diag(p) est la ligne de coefficients 1 x p; = p,, c’est-a-dire *p. Donc

(I — M(p)) Diag(p) = Diag(p) — p (‘uDiag(p)) = Diag(p) — p ‘p,
dont le coefficient (i, j) est p, — p? sii = jet —p;p; Sii # j.

Conclusion

d’apres 2. d), V(X) = (I, — M (p)) Diag(p).

b) Méthode : rang d'un projecteur et invariance du rang par multiplication par une

matrice inversible.
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On applique 1. avec a = p, non nulle, et

azz:pi:l.

D’apres 1. f), M (p) est la matrice d"un projecteur d’image Vect(p) et de noyau
I'hyperplan

{x;inzo}.

Alors (I, — M(p))? = I,, — 2M (p) + M (p)* = I, — M(p) : I,, — M(p) est aussi un
projecteur, dont I'image est Ker M (p) (si M(p)x =0, (I, — M(p))z = z; et
M(p)(I, — M(p)) =0). Donc rg(l, — M(p)) = dimKer M (p) =k — 1.

Si tous les p; sont non nuls, Diag(p) est inversible; multiplier une matrice a droite par

une matrice inversible ne change pas son rang.

Conclusion

sipy,...,pp sont tousnonnuls, rg(V(X)) =rg(l,—M(p)) =k—1.

c) Méthode : changement de base par une matrice de permutation.

Soit ) la matrice de M (R) dont la j-éme colonne est e, (;), c’est-a-dire Q; ; = 1 si

3)
i = o(j) et @, ; = 0 sinon. Ses colonnes forment une base orthonormale (la base
canonique réordonnée), donc ‘QQ = I, et Q! =1Q.

Calculs :

la j-éme composante de ‘Qp est

Z Qi,jpz' = Po(j)s

doncQp =p, et'p@Q ="p,;
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le coefficient (j,1) de 'Q Diag(p)Q est

Z Qi,jpz‘Qi,l;
il vaut p,,; sil = j et 0 sinon (car o(j) # o(l)), donc *‘Q Diag(p)Q = Diag(p,).

Avec?2.d):

'fQV(X)Q ='QDiag(p)Q — (*Qp)('pQ) = Diag(p,) — 1y 'P,-

Le calcul de 3. a), valable pour toute colonne, donne

Dlag(pa) — Do tpo = (Ik —Ps tU’) Dlag(po-)

Ainsi V(X) = Q (I — p, 'u) Diag(p,)Q .

Conclusion

V(X) est semblable a (I, — p,, ‘u) Diag(p,).

d) Méthode : se ramener par c¢) au cas ol les composantes non nulles sont les

premieéres, puis appliquer b) a un bloc.

Notons m le nombre d’indices i tels que p; # 0; comme

sz = 17

m > 1. Choisissons une permutation o telle que p,(y), ... ; Py () SOi€nt non nuls et
Po(m+1)s -+ Po(r) WUIS. Notons p” la colonne de M, ;(R) de composantes p, 1), -, Do(m)

elles sont strictement positives et de somme 1.

La matrice A = Diag(p,) — p, 'p, a pour coefficient (j,1) le réel p,;0;; — Do(;)Po(1), NUL

A0
deés que j > moul > m.Donc A = avec A’ =Diag(p’)—p''p' € M,,(R), et
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rg(4) = rg(4).

Sim > 2:le calcul de b) (qui n’utilise que

D pi=1

et p; # 0, avec m a la place de k) donne rg(A’) = m — 1.

Sim=1:p"=(1)etA"=1—-1=0,derang 0 = m — 1. Dans ce cas X est presque

stirement constant.

Deux matrices semblables ont le méme rang, donc rg (V(X)) = rg(A) d’apres c).

Conclusion

le rang de V(X)) est m — 1, ott m est le nombre d’indices i tels que p; # 0.

Partie II. Tirages avec remise dans une population stratifiée

Dans cette partie, tous les p; sont strictement positifs, donc aussi strictement inférieurs a

1 (cark > 2et

pizl_zpj

). D’aprés 2. a), pour tout n, X(®) prend presque stirement ses valeurs dans {e;, ..., e, }.
Les événements portant sur des tirages différents sont indépendants : par exemple, pour

des parties By, ..., B, de R¥, en prenant pour ¢, I'indicatrice de B, on obtient
p 1 n P P ¥j j

(X9 € B))

P (ﬁ[X(j) c Bj]> =

n
=1

(une fonction ; constante égale a 1 permet de ne pas imposer de condition au tirage j).
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a) Méthode : double inclusion.

Chaque SZ(") est une somme de n variables a valeurs presque stirement dans {0, 1}, donc

an) € [0, n] presque stirement. De plus

k n k
S =3"3"xY
=1 7j=1 i=1

7

presque stirement, car chaque X est presque stirement un e;, dont la somme des
composantes vaut 1. Donc si P([S™ = s]) > 0, alors s a des composantes entiéres

naturelles de somme n.

Réciproquement, soit s une colonne a composantes s, ..., s, dans N de somme n.
Considérons I'événement C : «les s; premiers tirages donnent la catégorie 1, les s,
suivants la catégorie 2, ..., les s;, derniers la catégorie k£ ». C’est une intersection

ﬂ;; (X = €.,] ol ¢; est la catégorie imposée au tirage j; par indépendance,

Comme C C [S™ = s],ona P([S™ = s]) > 0.

Conclusion

=1

k
Nn: {SEMk,l([R)’ \V/Z, S,L‘ E Net Zsi:n}'

b) Méthode : sommes de variables de Bernoulli indépendantes, puis recherche d"un

contre-exemple a 'indépendance.

Lois. D’apres 2. a), les variables X (1 < j < n) suivent la loi B(p,); elles sont
mutuellement indépendantes (prendre ¢,(x) = x,). Donc S§ ™ oy B(n,p,). De méme,
d’apres 2. b), les variables X §j '+ X éj ) suivent la loi B(p, + py) et sont mutuellement
indépendantes (prendre ¢;(z) = z; + x,), donc S%n) + Sé") < B(n,p; + py)-
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Indépendance. Cask =2:p, +p, =1let SYL) + Sén) = n presque stirement (question
a)). Une variable presque stirement constante est indépendante de toute variable : pour
tous z, y, P([S" = 2] N [S™ + 85 = y]) vaut P([S\™ = z]) siy = n et 0 sinon, ce qui
est bien P([S\" = 2))P([S\™ + S = y)).

Cask>3:p;>0,donc0<1—p; —py < 1.0naP([S§") =n]) =pP > 0et
P([S™ 4+ 8 = 0]) = (1 — p; — py)™ > 0, alors que [SV") = n] N [SI™ + 8 = 0] est
impossible (Sén) > 0 presque stirement et n > 1). Le produit des probabilités est non

nul alors que la probabilité de I'intersection est nulle.

Conclusion

S < B(n, p,) et ST+ 8 <5 B(n, p,+p,); ces deux variables sont indépendantes
si k = 2 (la seconde est alors constante égale a n) et ne sont pas indépendantes si
k> 3.

c) Méthode : bilinéarité de la covariance et indépendance des tirages.

Les Sf") admettent une variance (lois binomiales). Pour (i,1) € [1, k]? :

Sij#j, ng) et Xl(j/) sont indépendantes (prendre ¢;(z) = z;, ¢/ (z) = z, et les autres

fonctions constantes), donc leur covariance est nulle. Il reste

ZCOV(X§j),Xl(j)).
=1

Chaque X7 suit la loi B,(p), donc d’apres 2. d) Cov(X fj ) X l(j )) est le coefficient (i, 1) de
V(XW), qui ne dépend que de p. Ce calcul vaut aussi pour i = [, ol1 la covariance est une

variance.
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Conclusion

V(8™) =nV(X") = n(Diag(p) —p*p).

5. a) Méthode : comparaison de séries a termes positifs.

Notons W (Q2) = {w,, } 'ensemble au plus dénombrable des valeurs de W. Comme W

admet une variance, W2 admet une espérance, c’est-a-dire que la série

> wn P(W = w,,))

converge (somme finie si W (2) est fini). Pour tout m :

0 < wy, Py((W = w,]) = w

3[\3
s
Bl

|
3
=

Par comparaison de séries a termes positifs,

converge. De méme, avec |w, | < 1 + w?, , W admet une espérance pour P;,. Le méme
m m H

raisonnement vaut pour Py, puisque 0 < P(H) < 1.

Conclusion

E(W?|H) existe (ainsi que E(W|H), E(W|H) et E(W?|H)).

b) Méthode : formule de 'espérance totale, puis minoration de E(W?2|H).

Notons h = P(H) €]0,1], m; = E(W|H) et m, = E(W|H). La formule de l'espérance
totale pour le systeme complet (H, H), appliquée a W et a W2, donne :

E(W) =hmy + (1 —h)my et E(W?) = hE(W?|H) + (1 — h)E(W?|H).
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La variance de W pour la probabilité Pz est positive : E(W?|H) > m3. Donc

V(W) — hV(W|H) = hE(W2|H)

+ (1= h)EW2[H) — (hmy + (1 — h)my)* — hE(W?2|H) + hm?

> hm? + (1 — h)m2 — (hmy + (1 — h)ym,)’.

En développant :

hm? + (1 — h)m2 — h2m?2 — 2h(1 — h)mymy — (1 — h)?m3 = h(1 — h)m? + h(1 — h)m3

Conclusion

V(W) > P(H)V(W|H) (plus précisément

V(W) — P(H)V(W|H) > P(H)P(H) (E(W|H) — E(W[H))’

6. a) Méthode : continuité monotone décroissante.

Pourn € N*, [T, > n] = ﬂ;;l[ng) = 0], donc par indépendance P([T; > n]) = (1 —p;)".
L'événement « T} est infini» est (1] _, [T; > n], intersection d"une suite décroissante
d’événements. Par continuité monotone, sa probabilité est  lim (1 —p,)"” =0, car

n—-+o0o
0<1—p, <1

Pourn>1:

P(T; =n]) = (T, > n—1) = P(T; > nl) = (1=p)" = (1=p)" = (1 =p)"'p,
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(avec P([T; > 0]) =1).

Conclusion

1
T, est presque stirement fini et 7, < G(p,); en particulier E(T;) = —et V(T;) =

K3

1—p;
D

b) Méthode : traduire H), en termes des tirages, puis utiliser I'indépendance des tirages.

k_l[X(j) = e;] («le tirage j donne la catégorie jpour j = 1,...,k — 1»).

Posons G, =._
j=1

Sur G, pour ¢ < k — 1, le tirage 7 donne la catégorie ¢ et les tirages précédents donnent

d’autres catégories, donc T; =i : G;, C H,. Réciproquement, sur H,;, X Z@ = 1 pour

i < k—1,donc XV = ¢, hors d’un événement négligeable (question 2. a)). Ainsi H, et

G, différent d’un événement négligeable, et par indépendance des tirages :

k—1
P(Hy) = P(Gy) = sz

Loi conditionnelle. Sur GG, aucun des tirages 1, ..., k — 1 ne donne la catégorie k. Pour
m € N*, 'événement H, N [1}, — (k — 1) = m| coincide donc, a un événement négligeable
pres, avec
k+m—2 )

G () X =0 =1,

j=k
dont la probabilité vaut, par indépendance des tirages, P(G)(1 — p;)™ 'pj. En divisant
par P(H;) = P(G},) > 0:

PHk([Tk —(k—1)=m])=(1 _pk)m_lpk'

Conséquences. Pour la probabilité Py, , T, = (k — 1) + G ou G suit la loi G(py,). Par

linéarité de 1’espérance et invariance de la variance par translation (pour la probabilité
Py ):

1—p
P

1
k
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Conclusion

k—1
P(Hy) = Hpi;
i=1

1
sachant H;, T}, — (k — 1) suit la loi géométrique G(p,); E(T},|H,) =k —1+ — et
Py
L —py
pi,

V(T},|Hy) =

c) Méthode : appliquer 5. b) a

u. T

=
Il
i

etH:Hk.

Hypothéses de 5. b). W est discréte (car T prend un nombre au plus dénombrable de
valeurs) et admet une variance, comme combinaison linéaire de variables admettant

une variance (lois géométriques). D’autre part

k—1
P(H;) = Hpi >0
i=1
et P(H;,) <p, <1.

Calculde V(W|H,,). Sur H,, T; =i pouri < k—1,donc W = ¢ + v, T}, avec

T
L

(3]

Il
—_

i

et cette égalité a lieu P -presque stirement. Pour la probabilité Py , la variance vérifie

1 _
les régles usuelles : V(W|H,) = viV (T, |H,,) = v? ka-
Dy,

D’apres 5.b), V(W) > P(H,)V(W|H,).
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Conclusion

k ’02(1 —p ) k—1
i=1 k i=1

d) Méthode : méme raisonnement aprés renumérotation des catégories autres que j.

Soit j € [1,k] et i) < iy < -+ < iy, les éléments de [1, k] \ {j}. On pose

/5] = ﬂ;:ll [T;, = 1] : «le tirage | donne la catégorie i, pour [ = 1, ..., k — 1». Exactement

S o e N k-1
comme en b), a un événement négligeable pres, H = (1],_, [X W) = e; |, donc
P(H) = [[»
i3

qui est dans |0, 1[; aucun des tirages 1, ..., k — 1 ne donne la catégorie j sur H, donc

sachant H, T; — (k — 1) suit laloi §(p,) et V(T;|H) = e
J

Sur H,

k—1
W = Zlvil + vaj,
=1

donc V(W|H) = v2=—4, et 5.b) donne V(W) > P(H)V(W|H).

Pj

Conclusion

pour tout j € [1, k],
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Partie III. Support et rang stochastiques d’un vecteur aléatoire

Remarque préliminaire. Y étant discret, pour toute partie B de M, ;(R), [Y — E(Y) € B]
est une réunion au plus dénombrable d’événements [Y = y|, donc un événement; et

toute fonction de Y est une variable aléatoire discréte.

7. a) Méthode : propriété de la borne inférieure dans .

P(lY =&(Y) € My 1(R)]) = P(Q2) = 1,donc M, 1(R) € S(Y) et S(Y') n’est pas vide.
L'ensemble des dimensions des éléments de §(Y') est donc une partie non vide de N

(incluse dans [0, k]) ; toute partie non vide de N admet un plus petit élément.

Conclusion

R, (Y)existeet0 < R (Y) < k.

b) Méthode : le seul sous-espace de dimension 0 est {0}.

R, (Y) = 0sietseulementsi {0} € §(Y), c’est-a-dire si et seulement si

P(]Y = £(Y)]) = 1. Cette condition équivaut a : pour tout i, P([Y; = E(Y;)]) = 1 (une
intersection finie d’événements presque stirs est presque siire, et réciproquement

Y =&(Y)] C[Y; = E(Y;)]), c'est-a-dire a : pour tout 7, V(Y;) = 0. Dans ce cas toutes les
covariances sont nulles aussi (covariance avec une variable presque stirement

constante).

Conclusion

R,(Y) = 0 si et seulement si Y est presque stirement constant (égal a £(Y')), ce qui
équivauta V(Y;) =-- = V(Y},) =0, ouencorea V(YY) = 0.

c) Méthode : passage au complémentaire.

F; N F, est un sous-espace vectoriel de M, ;(R) et

[Y-EY)e FiNF]=[Y—-&Y)e FjIn[Y = &) € F,.
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Son contraire est la réunion des contraires, de probabilités nulles, donc

P(Y —EY)eEF,NE)>1—0—0=1.

Conclusion

FINF,eS8Y).

d) Méthode : existence par définition du minimum, unicité par c).

Existence : par définition de R,(Y") comme plus petit élément, il existe F' € S(Y') de

dimension R (Y).

Unicité : soit F' et F deux éléments de $(Y') de dimension R,(Y'). D’apres c),
FNF e$8Y) doncdim(F NF’') > R,(Y) par minimalité; comme F'N F’ C F,
dim(FNF’) <dimF = R (Y). Ainsi F' N F" est un sous-espace de F' de méme
dimension que F, donc F N F’' = F.Deméme FFNF' = F’',d'ou F = F’.

Conclusion

il existe un unique support vectoriel de dimension R (Y). (Le méme argument

montre qu'il est inclus dans tout support vectoriel de Y'.)

8. Dans cette question, u désigne la colonne quelconque de I'énoncé.

a) Méthode : bilinéarité de la covariance.

Chaque Y; admet une variance; une combinaison linéaire de variables discrétes

admettant une variance admet une variance (on a

(Cur) <k v

21/36



@ Prépa Simple HEC — 2014

ou on utilise 'existence des covariances). Par bilinéarité :

k ko k
Vv (Zqul) = Cov (Zul z,Zu Y) :ZZUZUJCOV 0 Yj),
=1 i =

=1

en notant Cov(Y;,Y;) = V(Y;). On reconnait ‘u V(Y )u.

Conclusion

admet une variance et

b) Méthode : théoreme spectral pour l'existence, dimensions des sous-espaces propres

pour l'unicité.

Existence. V(Y') est symétrique réelle. D'apres le théoreme spectral, il existe une base
orthonormale (¢4, ..., €;) de vecteurs propres : V(Y )e; = u,¢,. Pour chaque i, d’apres a)

appliqué au =¢, :

= /~¢z'||<‘3z'||2 =, VY)e, =V (Z(EJ]Y;) > 0.

J

Quitte a renuméroter les ¢;, on peut supposer ji; > py > - > p;, > 0. En notant P la
matrice orthogonale de colonnes €, ..., e, et A = (q, ..., ), ona
V(Y) = PDiag(\)'P = P Diag(\)P~!.

Unicité. Si V(Y') est semblable a Diag(\) et a Diag()\’), avec A et A\’ rangés dans 'ordre

décroissant, alors pour tout réel y, la dimension de Ker (V(Y') — uul,) est égale a celle de

22 /36



@ Prépa Simple HEC — 2014

Ker (Diag(\) — p1},), c’est-a-dire au nombre d’indices i tels que A; = p (deux matrices
semblables représentent le méme endomorphisme dans deux bases). Ainsi chaque réel
figure le méme nombre de fois dans A et dans \’; ces deux listes étant rangées dans

'ordre décroissant, elles sont égales.

Conclusion

il existe ununique A = (A, ..., A\;) avec A\; > --- > A\, > Otel que V(Y') soit semblable
a Diag()\) : ce sont les valeurs propres de V(Y') comptées avec la dimension de leur
sous-espace propre. Dans toute la suite, (¢4, ..., €;,) désigne une base orthonormale

de vecteurs propres telle que V(Y )e; = \;e;.

7

c) Méthode : calcul dans une base orthonormale de vecteurs propres.

Par linéarité de 1'espérance,

E(Jy —&W)?) =) E(Y,—EX))?) =) _V(¥y,

i=1 =1

somme des coefficients diagonaux de V(Y).

Avec V(Y') = P Diag(\) ' P, le coefficient diagonal d’indice ¢ vaut

ZP,J i

Donc

k k k k
D VT =D N Phi=D Al = ZA
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Conclusion

k
E(lY —E)|?) = ZAZ»

9. a) Méthode : projection orthogonale sur F' et théoreme de Pythagore.

Fixons w et posons  z =Y (w) —&E(Y) € My, 1 (R). Lensemble {||z — x| ; 2 € F'} est une

partie non vide de R minorée par 0 : sa borne inférieure Q) »(w) existe.

Soit

q
7(2) = Z<Z7 FU @
=1
le projeté orthogonal de z sur F'; z — w(z) est orthogonal a /. Pour x € F, w(z) —x € F,

donc par Pythagore

|z — 2l = |z = 7(2)|? + Im(2) — 2 > ||z — ()],

avec égalité pour r = 7(2). Ainsi Q p(w) = |z — 7(2)|? (la borne inférieure est un

minimum). Enfin, toujours par Pythagore et parce que (")) est orthonormale :

Q

217 = 2 = 7 () + I7()* = Qp(w) + > (2, f9)2.

J=1

Conclusion

Q r(w) existe, c’est le carré de la distance de Y (w) — &(Y) a F, et

[Y () = EW)I? = Qplw) + ) (Y(w) — &), FI)*.
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b) Méthode : linéarité de 'espérance et question 8.

Q- est une fonction de Y, donc une variable aléatoire discrete, positive, majorée par
[Y — &(Y)|> qui admet une espérance (8. ¢)) : Q admet une espérance. Pour

f € M. 1(R) de composantes fi, ..., fj, posons

k
Zf = Zfzyu
i=1

alors

E(Zs) =) fiE(Y)

et

Y—E), =) fY,—EY,)) =Z; — E(Zy),

=1

donc E((Y —&(Y),[f)?) =V(Z;) ="fV(Y)f d’apres 8. a). En prenant I'espérance

dans I'égalité de a) et avec 8. ¢) :

\=BQp)+)_FOVY)f9.

=1

k q
=1

Conclusion

c¢) Méthode: cas g = k.

Si F'= M, 1(R),alors Y(w) — £(Y) € F pour tout w, donc Q = 0 et E(Qp) = 0.
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Conclusion

pour toute base orthonormale (fV), ..., f®)) de My, 1(R),

k

k
th(j) V(Y)f9 = Z A

j=1 =1

cette somme ne dépend pas de la base orthonormale choisie (c’est la somme des

coefficients diagonaux de la matrice de I'endomorphisme associé dans cette base).

10. a) Méthode : décomposition dans la base orthonormale de vecteurs propres.

Ecrivons

comme la base est orthonormale,

Y d=IfP=1

Alors

et
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Conclusion

pour tout f denorme 1, ' fV(Y) f < A, avec égalité pour f = ¢,.

b) Méthode : 9.b) avec ¢ = 1, puis 10. a).

Une droite vectorielle F' s’écrit F' = Vect(f) avec | f| = 1 ((f) est alors une base

orthonormale de F'). D’apres 9. b),

k k
EQp) =) M=tV 2> N—X,

=1 =1

avec égalité pour F' = Vect(e, ).

Conclusion

lorsque F' décrit I'ensemble des droites vectorielles, la borne inférieure de E(Qf)
est Ay + A3 + -+ + A;; c’est un minimum, atteint pour la droite engendrée par un
vecteur propre associé a la plus grande valeur propre \; (et exactement pour les
droites Vect(f), || f| =1, telles que ' f V(Y) f = ;).

c) Méthode : écriture de V(Y') a l'aide de 2. d), puis recherche directe des sous-espaces

propres.

1 1 1
Avec p, = = la question 2. d) donne V(YY) = EI L tu, ot u est la colonne dont

tous les coefficients valent 1. Pour x € M, ;(R),

Si
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k

(hyperplan u*, de dimension k — 1), V(Y)z = %a: Et VY)u= %u Rt = 0. Les

sous-espaces u' et Vect(u), de dimensions k — 1 et 1, sont contenus dans des

sous-espaces propres et leurs dimensions ont pour somme k.

1
Valeurs propres : = de sous-espace propre I'hyperplan

s Ta=0)

(dimension k£ — 1), et 0, de sous-espace propre Vect(u). Donc A\ =--=\,_; = — et
A, = 0 (ce qui est cohérent avec 3. b) : rang k — 1).

1 — 7
Borne : d’aprés b), elle vaut Ay + -+ X, = (k— Z)E = kT

Droites qui l'atteignent : pour | f| =1,

2 2
VS = P - (Z fi) -5 (Z fi) -

Ainsi

2 2
k—1 1 1 k—2 1
E(Qvec(f) = % T (Zfz) =% T (Zﬁ) ,

et la borne est atteinte si et seulement si

Zfi:()'
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Conclusion

1
les valeurs propres de V(Y) sont % (sous-espace propre de dimension k£ — 1) et

0 (sous-espace propre Vect(u)); la borne inférieure de E(Q ) sur les droites vaut

et elle est atteinte exactement pour les droites contenues dans I’hyperplan

{2:0}

(pour k = 2 : une seule droite, Vect(e; — e,), et la borne vaut 0).

11. Notations. D’apres 8.b), V(Y') est semblable a Diag()\), donc son rang r est le
nombre d’indices ¢ tels que A\; # 0 : A =22 A>0=X_, ==\, Pour
chaque valeur propre 1, le sous-espace propre associé contient les ¢, tels que \; = 1,
dont le nombre est sa dimension (8. b)) : il est donc engendré par ces ¢,. Par suite

F, = Vect(ey,...,¢,), de dimension r, avec (¢4, ..., £,.) base orthonormale de Fj,.

a) Méthode : 9.b) avec la base orthonormale (¢4, ..., ¢,.), puis espérance nulle d"une

variable positive.

Comme 1 <r <k, 9.b) s'applique avec ¢ = r:

@, est une variable discréte positive d’espérance nulle, donc P([Qp, = 0]) = 1. Or
d’apres 9. a), Qp, (w) est le carré de la distance de Y (w) — &£(Y') a Fy, nul si et seulement
siY(w)—E(Y) € Fy.Donc P([Y —E(Y) € Fy]) = 1.
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E(Qp,) = 0 et Fy est un support vectoriel de Y.

b) Méthode : supplémentaire orthogonal de F' dans F,.

F est un sous-espace strict de F;,, donc dim F' < r. Le sous-espace G = F, N F'* vérifie

Fo=F®G (pourz € Fy, x =7mp(x) + (r —mp(z)) avec mp(x) € F C Fyy, donc
r—7p(x) € FyNFL et FNFL = {0}). Doncdim G = r —dim F > 1 : G contient un

vecteur non nul, qu’on divise par sa norme.

Conclusion

il existe (") e F,, orthogonal a F', de norme 1.

¢) Méthode : décomposition de f") sur (4, ..., ¢,), puis 9. b) appliqué a F et a

F @ Vect(f™).

Ecrivons

avec

Comme en 10. a) :

Notons ¢ = dim F'.
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Sigq > 1:soit (f1, ..., f19) une base orthonormale de F. Comme f") est unitaire et
orthogonal a F, (f1), ..., f@, f(")) est une base orthonormale de I’ = F @ Vect(f"), de
dimension ¢ + 1 < r < k. En appliquant 9. b) a Feta F”:

k q
EQr) =) X =D IV = EQp) + 'OV 2 fOVEY) 7 >0,

car Qp > 0.

Sl q = 0, c’est—é-dire F = {0} (CaS non couvert par la question 9, oil q 2 1) :
Qp =Y = E(Y)|? et, d’apres 8. ¢),

B(@r) =3 A 2 A

i=1

Conclusion

LFM VYY) > N\, > 0et E(Qp) > 0, donc E(Qf) # 0, pour tout sous-espace F

strictement inclus dans Fj,.

d) Méthode : double inégalité, a 'aide de a), de 7. c¢) et de c).
D’apres a), F, € $(Y) etdim Fjy = r,donc R, (Y) < r.

Supposons R,(Y) < r et notons F, le support stochastique de Y. D’apres 7. ¢),

G = F, N F,, est un support vectoriel de Y'; il est inclus dans F, et

dim G < dim F; < r = dim F},, donc G # F;,. Comme G est un support vectoriel,

Y — £(Y) € G presque stirement, donc () = 0 presque stirement et £(Q ) = 0, ce qui
contredit c). Donc R (Y) > r.
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Conclusion

R, (Y)=r=rg(V(Y)), etle support stochastique de Y est F|, (unique support de

dimension r, d’apres 7. d)).

12. a) Méthode : montrer que V(T') est inversible grace a 6. d), puis appliquer 11. d).

T est un vecteur aléatoire discret dont les composantes suivent des lois géométriques,

donc admettent une espérance et une variance : la partie IIl s’appliquea ¥ =T.

Soit v € M}, ;(R) tel que V(T')v = 0. Alors, d’apres 8. a),

D’apres 6. d), pour tout j :

v} (1 —p;)
0 Z ‘7—2] X le7
Pj i

et comme 0 < p; < 1 etp, > 0, on obtient v; = 0. Donc Ker V(T') = {0} et le rang de V(T')
est k, non nul. D’apres 11.d), R (T) = k.

Conclusion

R (T) = k; aucun hyperplan ne contient presque stirement 7" — £(7).

b) Question adaptée au programme actuel (rectification d’une erreur d’énoncé) :
l'original affirme 'égalité « pour tout i € N*». Or, lorsque k = 2, I’événement
[T}, =] N [T, > ] est de probabilité nulle pour ¢ > 2 (calcul ci-dessous) et
I'espérance conditionnelle n’est pas définie. L'énoncé adapté restreint I'égalité aux ¢
pour lesquels cet événement est de probabilité non nulle, c’est-a-dire a tout ¢ € N* si

k>3etat=1sik=2.
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Méthode : traduction de 1’événement en termes des tirages, puis loi conditionnelle de
T2 - 7:.

Notons C; = [T}, =i|N [T, >iletp=1—p; —py € [0,1] (p = 0 si et seulement si k = 2).

Sur [T} = i], le tirage ¢ donne la catégorie 1, donc pas la catégorie 2; ainsi C; est «aucun

des tirages 1, ... ,7 — 1 ne donne la catégorie 1 ou 2, et le tirage i donne la catégorie 1». A

un événement négligeable pres :

i—1 ) ) . |
C’i = m[Xij) + Xéj) — O] N [X(l) — 61]1 donc P(Cz) — plflpl (avec 00 _ 1)’
7j=1

par indépendance des tirages et 2. b). Supposons P(C;) > 0. Pour m € N*, 'événement
i+m—1

C,N [Ty =i+ m]sécrit C;N ﬂ (XY = 0] N [X{"™ = 1]; par indépendance des
j=it1

tirages, sa probabilité est P(C;)(1 — p,)™ 1p,. Dong, pour la probabilité Pe., T, —isuit

la loi §(p,) et E(T|C,) = i + pi.
2

Sur C;, T} T, = T, donc par linéarité E(T,T,|C;) = iE(T5|C;).

Conclusion

pour tout i € N* tel que P([T}, =i N [Ty, >i]) >0, E(\T,|[T, =i N[Ty >1]) =

( 1)
1+ — .
Do

c) Méthode : formule de l'espérance totale sur le systeme des événements C; et

C! = [T, = i N [T} > 1i], puis séries géométriques dérivées.

1
Existence. 0 < T,T, < §(T12 + T2) et T, TZ admettent une espérance : T, T, (discréte)

admet une espérance.

Systeme d’événements. Un méme tirage ne peut donner a la fois les catégories 1 et 2,
donc [T} = T,] est négligeable; avec 6. a), presque stirement 7} et 7}, sont finis et
distincts. Les événements C; et C; (i € N*) sont deux a deux incompatibles et leur

2 . Fana < o /
réunion est de probabilité 1 : sur [T} < T5] on est dans Cr, , sur [T, < T;] dans Cr, . Par

symétrie des roles des catégories 1 et 2, P(C]) = p'~'p, et, si P(C}) > 0,
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1
E(T\T,|C)) =1 (z + —) . On retient ceux de ces événements qui sont de probabilité non
51

nulle (tous si k > 3; C, et C7 seulement si k = 2) et on adjoint a C] 1'événement
négligeable restant, ce qui ne modifie ni sa probabilité ni les espérances conditionnelles :

on obtient un systéme complet d’événements de probabilités non nulles.

Calcul. Les termes d’indice i tels que P(C;) = 0 étant nuls avec la convention 0° = 1, la

formule de I’espérance totale donne dans tous les cas :

400 1 400 1 +00
E(T\T,) =) p'pi (Z + p—) +Y plpyi (Z 2 ) = (p1 +p) Y _i%p
i=1 2 i=1 1=1

1

P p +oo
+ (—1 + —2> > iptt.
Do b1 i=1

Posons s = p; + p, = 1 — p €]0, 1]. D’apres les séries géométriques dérivées :

=1
et
“+o0 “+00 +00
Yy o 2 1 14p 2—s
L S REVENG PR SN EE VIR S
A= 5=l = = & = =
Avec Pr P2 _PEEDy 88— 2pipy

by D1 P1P2 P1DP2

2—5 s2—2pp 2—s 1 2 1 1
E(NT,) = —+ s2=C 4 — ==
& D1D2S s PPy S bip2 S
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Vérification pour k =2 (s =1, p = 0) : seuls les termes i = 1 subsistent et
pitp; 1

1 1
E(T1T2)=p1(1+—>+p2(1+—>=1+ _ 1,
2 Y21 P1D2 P1P2

ce qui est bien la formule.

Conclusion

1 1
PP P+ p2.

E(TlTQ) =

d) Méthode : reconnaitre IT = V(T').

Les catégories jouant des roles symétriques, 12. b) et 12. ¢) valent pour tout couple (i, j)
1
d’indices distincts :  E(T;T}) = — .Dong, avec 6. a) :
Pip;  P; T D

1 1 1
PiPj Pt DP; Db D; T Dpj

Cov(T}, T;) = E(T,T;) — E(T;) E(T;)

1777

1—op,
et V(T) = —52.
b;

Ainsi Il = V(T'). D’apres 12. a), V(T') est de rang k (son noyau est nul).

Conclusion

IT = V(T) est inversible. (Plus précisément, d’apres 6. d) et 8. a), ‘v Ilv > 0 pour
tout v # 0.)

Relevé des adaptations

1
12. b) Loriginal énonce 'égalité E (T\T, | [T} =i N [Ty >i]) =1 <z I —) «pour tout
D2

i € N*». Erreur d’énoncé : pour k = 2, P([T} =i N [Ty >i]) = (1 —p; —py) " 1p; =0

deés que i > 2, et 'espérance conditionnelle n’est pas définie. L'énoncé adapté porte
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«pour tout i € N* tel que P([T} = i] N [T, > i]) > 0». Justification : rectifier l'erreur
sans changer le contenu de la question (pour k£ > 3 elle est inchangée). Le corrigé de
12. ¢) en tient compte (les événements négligeables sont écartés du systeme

complet, et le cas k = 2 est vérifié a part).

Les autres questions sont conformes au référentiel ECG mathématiques approfondies et
conservées telles quelles; les méthodes ont été choisies dans le programme (théoreme
spectral et dimensions des sous-espaces propres en 8. b), sans polynéme caractéristique

ni déterminant; formule de l'espérance totale dans le cadre discret en 5. b) et 12. ¢)).
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