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Corrigé

Rappel utilisé dans tout le corrigé : si une fonction G est continue sur R et de classe C!
sur R privé d"un nombre fini de points, et si G est la fonction de répartition d'une
variable aléatoire Z, alors Z est a densité et toute fonction positive égale a G’ sauf en un
nombre fini de points est une densité de Z. Pour la variable X de densité fy, la fonction
Fx est continue sur R et de classe C'! sauf en un nombre fini de points, avec F'y = fy

sauf peut-étre en un nombre fini de points.

Partie I : Quelques propriétés des statistiques d’ordre

1) a) Pour z réel, [Y, < z| = ﬂ?zl [X; < ] (le plus grand des X est inférieur a x si et
seulement si tous le sont) et [Y; > z] = ﬂ?zl[Xi > x]. Par indépendance des X, qui

ont tous la loi de X :

Fy (z) = (Fx(x))" et Fy(z)=1-(1-Fx(z))"

Ces fonctions sont continues sur R, et de classe C*! 1a ou F'y 'est, c’est-a-dire sauf en un

nombre fini de points; en ces points de dérivabilité, par dérivation d"une composée :

Fy (z) =n(Fx ()" fx(@),  Fy,(z) =n(l - Fx()" " fx(z)

Les fonctions fy., et fy del’énoncé sont positives et coincident avec ces dérivées sauf en

un nombre fini de points.

Conclusion

[y, et fy sontdes densités de Y, etY,.

b) Les variables J,(x), ..., J,(x) sont mutuellement indépendantes (chaque J,(z) est
une fonction de X},), et suivent la loi de Bernoulli de parametre
P([X), < a]) = Fx().
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Conclusion

S,,(x) suit la loi binomiale de parameétres n et F'x(x).

c) Soitw € . Comme (Y;(w), ..., Y, (w)) est un réarrangement de (X, (w), ..., X,,(w)), le
nombre S, (z)(w) d'indices i tels que X;(w) < z est égal au nombre d’indices j tels
que Y;(w) < x. Comme la suite (Y;(w)); est croissante, ces indices j forment un
ensemble [1,m], avec m = S,,(z)(w) (ensemble vide si m = 0). Donc

YViw) <z <= ke[l,m] < S,(z)(w)> k.

Conclusion

[V < 2] =[S, (x) > k.

d) D’apresc) etb) :

Conclusion

Ry (@) = Pl(5,(0) 2 K) = Y- (1) (@) — P,

e) La fonction Fy, est un polyndme en Fy(x) : elle est continue sur R et de classe C 11a

oll F'x I’est. En un tel point, en notant F' = F'y(z) et f = fx(x):

n

Fy (z) = fj_k (j) [FFI1(1—F)"7J — (n—j)Fi(1— F)"1]

ol le terme en (n — j) est nul pour j = n. Avec j(’}) = n(?jll) et (n—7)(}) = n("-'), eten

J
posanta; = (") FI(1— F)" 7 pour0 < j<n—1,a,=0:

n—1

Fy (z) =nf (aj_l — aj) =nfa,_; = n(k 3 1>Fk1(1 — JTE7

<.
M-
B
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. ) ) n—1\ n! . (n )
(somme télescopique). Enfin n (k B 1) S Go DR k (k) La fonction fy.

de I'énoncé est positive et égale a Fy. sauf en un nombre fini de points.

Conclusion

[y, estune densité de Y.

+o0
f) Supposons que X admet un moment d’ordre r : l'intégrale / |z|" fx(x) da

converge. Comme 0 < Fiy < 1, pour tout réel z :

n

0.< sy, () < b( ) el )

+oo
Par comparaison d’intégrales de fonctions positives, z|” ) dx converge.
Yk
—Oo

Conclusion

pour tout k£ € [1,n], ¥, admet un moment d’ordre 7.

2) a) Etude de Fy. Sur | — oo, 1], Fy est nulle. Sur [1, +oo|, Fy(z) = 1 — 2~ /2 est

dérivable, de dérivée 5:1:_3/ 2> 0: Fy y est strictement croissante, de Fy(1) =0 ala

3
limite 1 en +oc (asymptote horizontale y = 1). Sa dérivée seconde _Zm_S/ 2<0
montre que F'y est concave sur [1, +oo[. En 1, Fx est continue (limite a gauche

0 = Fx(1)), la dérivée a gauche vaut 0 et la dérivée a droite vaut ok la

1
demi-tangente a droite au point (1, 0) a pour équation y = 3 (x — 1), et la courbe

présente un point anguleux.

La courbe est donc : la demi-droite y = 0 pour = < 1, puis un arc croissant et concave
1 1 2 )

partant de (1, 0) avec la pente 5 passant par (4, 5) et (9, 5)’ et s’approchant de

I'asymptote y = 1 par en dessous. Le code suivant, exécuté, trace cette courbe avec la

demi-tangente et 'asymptote :
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Python
import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

x = np.linspace(-2, 30, 2000)
F = np.zeros(len(x))
for i in range(len(x)):

if x[i] >= 1:

F[il =1 - 1 / np.sqrt(x[il)

plt.plot(x, F) # courbe de F_X
plt.plot([1, 3], [0, 11, '-=") # demi-tangente y = (x-1)/2
plt.plot([-2, 301, [1, 11, ':") # asymptote y = 1
plt.show()

Caractere a densité. F'y est croissante, continue sur R, de limites 0 en —oo et 1 en +o00 :
c’est la fonction de répartition de X. Elle est de classe C' sur R\ {1}. Donc X est a

densité.

Conclusion

x—1
la demi-tangente a droite en 1 est y = —5 X est a densité et une densité est

. :
fx(x) :233—3/251:c> 1, fy(z)=0siz < 1.

r—3/2

1
b) Soit r € N*. La fonction =  |z|" fx () est nulle sur | — oo, 1] et vaut 2% sur

3 1 400
J1,+oo. Comme 7 — 5 > —5 > —1, I'intégrale de Riemann / 2" 3/2 dx
1

diverge.

Conclusion

X n’admet aucun moment (pas méme d’espérance).

1
c) Pourxz <1, Fy(z)=0%# > Sur [1,4+0], Fx(z)=<- <= =- <= =4

N =
sl
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Conclusion

X admet une unique médiane théorique, M = 4.

d) D’apres1)e), pourz > 1:

() -2 () ") 0

k—1
1
et fyk(l’) = 0 pour z < 1. Lorsque x — +o0, (1 — _) 1.

Conclusion

n—k+3

k(n Ee—
fy, () ~ 5 (k:) % 2 lorsque x — +o0.

3) a) Soit k € [1,n —2]. La fonction x - z fy, (x) est positive, nulle sur | — oo, 1],
continue sur |1, +00| et prolongeable par continuité en 1. D’apres 2) d),

n—k+1
_—— n—~k+1

k &
zfy, (z) ~ 5 (Z) x 2 en +00, avec — > 5> 1. Par comparaison a

“+00
une intégrale de Riemann convergente, / z fy, (z) dz converge (absolument, la
1

fonction étant positive).

Conclusion

pour tout k € [1,n — 2], Y, admet une espérance.

b) La fonction ¢ — t~2 est de classe C! et strictement décroissante sur |0, 1], et réalise
une bijection de |0, 1] sur |1, +00[; sa réciproque est x — —=. On justifie le
x
changement de variable sur un segment puis par passage a la limite. Pour

k
l<a< A, ,avecz =t2,de = —2t3dt, ennotant ¢ = B (Z) c
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= A n—k+1 w
/ zfy, (z)dx = c/ (1— g~ 1/2)k-1y 2 dr = c/ (1 — t)k—Lgn—k+1
a a 1

IVA

n\ [yve

-2t—3dt:k( )/ R (1 — )L dt
1/VA

(I’échange des bornes compense le signe de dz). Quand a — 1" et A — 400, le membre
de gauche tend vers E(Y),) (question a)); dans le membre de droite, la fonction

t > t"*2(1 — t)*! est continue sur [0, 1] car n — k — 2 > 0, et les bornes tendent vers 0
et 1.

Conclusion

n

1
E(Y,) = k(k:) / t"=k=2(1 — )k~ dt pour tout k € [1,n — 2].
0

c) On montre par récurrence sur s € N* la propriété : pour tout » € N*,
_(r=1)l(s—1)!
s (r+s—1)"! °

1
1 —1)!o!
e Pours=1: I’lz/ tr_ldtz—:u.
0

" T rl

e Sila propriété est vraie au rang s, soit 7 € N*. Par intégration par parties sur le
T

segment [0, 1], avec u(t) = (1 — t)* et wv(t) = —, fonctions de classe C'! :
r

S|l »

1 1 1
tT
I g = / 1 —t)sdt = [—(1 —t)S] + / tr(1—t)stdt = §Ir+1,s
0 0 0 r

car le crochet est nul (s > 1, 7 > 1). Par hypothese de récurrence appliquée a r + 1:

I s ri(s—=1)! (r—1)!s
DT e () T (r4s)!

ce qui est la propriété au rang s + 1.
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Conclusion

I, = (r(;i);(i;)})' pour tout (7, s) € (N*)2.

d) Pour k € [1,n — 2], l'intégraledeb) est [, ; , , avecn —k—12>1letk > 1. Donc:

Conclusion

n(n—1)

E@”:(n—@m—k—n

pour tout k£ € [1,n — 2].

e) Comme n = 2¢ + 1, l'indice ¢ + 1 appartient a [1, n] : la médiane empirique Y, ; est
bien définie; c’est la valeur centrale de I’échantillon ordonné, avec ¢ valeurs de part
et d’autre. Commen > 5,¢ >2etl{+1<2/—1=n—2:daprésa) etd), Y,

admet une espérance, avecn —k=/fetn—k—1=/¢—1:

(204+1)2¢ 4+2 4({—1)+6 6
E Y == = = —

(Yerr) (e—1) (—1 (-1 0—1
Commentaire : la variable X n’a pas d’espérance, de sorte que la moyenne empirique n’a
pas d’espérance non plus et ne peut pas servir a estimer un «centre » de la loi. La
médiane empirique, elle, admet une espérance dés quen > 5,et E(Y,,,) = 4=M
quand ¢ — 400 : c’est un estimateur asymptotiquement sans biais de la médiane
> 0).

théorique (biaisé pour chaque /, avec un biais 7—1
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Conclusion

6
E(Y, ) =4+ —1 qui tend vers la médiane théorique M = 4.

4) a) Pour z réel, [Z,, < z] = [V, < n’z], donc F, (z) = Fy (n’z) = (Fx(n’z))"

(question 1) a)).

Conclusion

1" 1
FZn(af):<1—m> si x> 2,etFZn(.'17):OSi I<F

b) Soit f la fonction définie par f(z) = %1’_3/2 exp (—%) pourz > 0Oet f(z) =0
xr

pour z < 0. Elle est positive, continue sur R*. Pour 0 < a < A, comme

d B 1 }
12 &P (—2~1/2) = > 3/2 exp (—2~1/2) :

I

qui tend vers 1 —0 = 1 quand a — 0" et A — 4o00. Donc f est une densité de probabilité,
et d’apres le cours il existe une variable aléatoire Z de densité f. Sa fonction de

répartition vaut 0 sur | — oo, 0] et, pour x > 0,

/Ox f = lim (exp(—z~2) — exp(—a~1/2)) = exp (_%) |

a—0t

Conclusion

¢, est la fonction de répartition d"une variable aléatoire Z a densité, de densité f.

¢) La fonction ¢, est continue sur R (en 0, exp(—z~'/2?) — 0 quand = — 07). Il suffit

donc de montrer que F; () — ¢ (z) pour tout réel z.
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e Siz <0:Fy (z) =0= pyz(x) pour tout n.

1 1 1
e Siz > 0:pour nzﬁ,ona xzﬁet FZn(x):exp(nln(l——x)).Comme
1

1 1
—— = 0etln(l1+Ah) ~henO, n(1—-— )| ~n-[——x
nw—>en(+) en nn( nﬁ) n(n\/}>

1)

continuité de l'exponentielle, I, () — exp <_

S

Par

b
e

S

Conclusion

(Z,,)nen converge en loi vers Z.

Partie II : Existence et unicité d’un estimateur optimal

5) Les X, sont indépendantes et de loi V' (6, 1); par stabilité des lois normales

indépendantes,

> X
k=1
— 1
suit la loi V(n, n), puis par transformation affine, X, suitla loi N (9, ﬁ) .

X, est une fonction de 1’échantillon ne dépendant pas de 6 : c’est un estimateur de 6, et

E(X,,) = 0:il est sans biais. Pour £ > 0, I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev donne

_ X 1
PR, —0>a <L L g
g ne

Conclusion

— 1 —
X, <N <9, —) , et X, est un estimateur sans biais et convergent de 6.
n

1
6) a) ® est continue sur R, de classe C*! de dérivée z —26_“2/ 2> 0, donc
™

strictement croissante, avec ®(z) — 0 en —oo et &(x) — 1 en +o00. Par le théoreme de

la bijection :

10/25



@ Prépa Simple HEC — 2011

Conclusion

® réalise une bijection de R sur |0, 1], et ! existe (continue, strictement croissante
de ]0, 1[ sur R).

b) D’apres 5), v/n(X,, — 0) suit la loi normale centrée réduite. Pour ¢ > 0, par parité de
ladensité, P([|vn(X, —0)] <c]) = ®(c) — ®(—c) = 2®(c) — 1. Cette probabilité

vaut 1 — o sietseulementsi ®(c) =1— %, cest-a-dire ¢=®~! (1 — %) Comme

B(—y)=1—d(y),ona & (—& }(a/2)) =1— % donc ¢ = —®!(/2), qui est

o
strictement positif car 5 <5 = ®(0). Ainsi :

Conclusion

> af2) - /2
N G

de milieu X, et u(a) = M

NG

X, + ] est un intervalle de confiance de 6 au risque «,

¢) La condition u(3) = bu(a) s'écrit ®~1(3/2) = b @ (a/2), soit 8 =2® (b D~ (a/2)).
Comme & !(a/2) <0et0<b<1l,ona® (a/2) <b® '(a/2) <0, puis par stricte
g

o 1
i ded: —<=<d0)=-.
croissance de 5 < 5 < ®(0) 5

Commentaire : a taille d’échantillon fixée, réduire la marge d’erreur (intervalle plus
précis) se paie par une augmentation du risque : on ne peut pas gagner simultanément

en précision et en confiance sans augmenter n.

Conclusion

B=20bd (a)2)eta<p<l.

7) Dans cette question, toutes les covariances sont prises entre variables admettant une

variance; la covariance est alors définie et bilinéaire (préambule), et une
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combinaison linéaire de telles variables admet une variance.

a) X, =g,(Xy,...,X,) avec

1
9 (T, ey T,) = = in,

1
sans biais (question 5)) et de variance —.
n

Conclusion

X,, € &, donc &, n’est pas vide.

b) Soit U, € &,. En écrivant U,, = X,, + (U, — X,,) et avec le résultat admis :

V(U

n

n

>V(X,)

Conclusion

X, est optimal dans &,.

c) A,N=010-XNZ,+ AU, =h(Xq,...,X,,)avech = (1 —X)z+ Agsi
Z, =2(X,...,X,)etU, =g(X;,...,X,,). Il admet une variance et
EA,(N)=(1—=X0+X0=0:A,(\ € &. Par bilinéarité :

V(A,(\) =V (Z,)+2XCov(Z,,U,—Z,)+ VU, —Z,)

Notons ¢ = Cov(Z,,U, — Z,,) etv =V (U, — Z,,) > 0. Comme Z,, est optimal,

V(A,,(N) >V(Z,), soit 2\c + A*v > 0 pour tout réel . Siv > 0 et ¢ # 0, le choix
2

c c
A = ——donne —— < 0:contradiction. Si v = 0, 2Ac > 0 pour tout A impose ¢ = 0.
v v

12 /25



% Prépa Simple HEC — 2011

Conclusion

V(An<)‘)) = V(Zn) + 2A COV(Z'rw Un - Zn) + )\2V(Un - Zn)?

etCov(Z,,U, — Z,) = 0.

d) Comme X, et Z, sont optimaux, V(Z,) < V(X,) et V(X,) < V(Z,), donc
V(Z,) =V(X,). La question c) avec U,, = X,, donne Cov(Z,, X,,) = V(Z,). Alors :

VX,—-2,)=V(X,)-2Cov(X,,Z,) +V(Z,) =V (X,

n n

~—

~V(Z,) =0

La variable D = X, — Z, a une espérance nulle et une variance nulle. Pour tout entier

1
m > 1, 1'inégalité de Bienaymé-Tchebychev donne P([|D| > —]) < m?V (D) = 0. La
m
1
suite d’événements ([|D| > —]),,, est croissante, de réunion [D # 0]; par continuité
m

monotone, P([D # 0]) = lim P((|D| > %]) 0.

Conclusion

Z,=X, presque stirement : X, est, presque stirement, l"'unique estimateur optimal

dans &,.

8) a) Comme X — 6 suit la loi normale centrée réduite, F'y(z) = ®(z —6). D’apres 6) a),

F est une bijection strictement croissante de R sur |0, 1] : 'équation F'x(z) = 5a

1
une unique solution, et ®(0) = 3 (parité de la densité).

Conclusion

X admet une unique médiane théorique, M = 0.

1

2 1
e~ @02 donc fy(M)= ———. Pour z réel,

b) fX(x): \/%
Fx2M —z)=®@0—2)=1—P(x—0) =1— Fx(x).

5
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Méthode 1 — Par dérivation.

Les deux membres sont dérivables sur R; en dérivant F'y(2M —z) =1 — Fy(z) :
—fx(2M —z) = —fx ().

Méthode 2 — Par I’expression de la densité.

1 1
fX(2M — x) = 27.(67(0717)2/2 = Eei(w79)2/2 = fX(x)'

La méthode 1 montre que la symétrie de la fonction de répartition entraine celle de toute

densité continue ; la méthode 2 est une vérification directe.

Conclusion

fXM®::;%?FkQA[—x%:1—Fk@ﬂdfx@hf—x):fxm)mmrmmm&ﬂm

c) X admet des moments de tout ordre (loi normale), donc d’apres 1) f), chaque Y,

. n n!
admet une espérance. Notons F' = Fy, f = fx, ¢, = k(k) = = D)in—F) et

n!
n—klk—1)

remarquons que ¢, . = (

Méthode 1 — Changement de variable affine.

Avec le changement de variable x = 2M — y (affine), etb) :
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+00
E(Y,) = / 2 e, F(2)"1(1 — F(2))"*f(z) d

_ / (2M —y) ¢, (1 — F(y)* 1 F(y)"* f(y) dy

Or

canfk(l o F)kflf _ Cn_k_'_lF(nkarl)fl(l o F)nf(nkarl)f _ fY

n—k+1

(question1) e)). Comme fy. estune densité et queY, ;. a une espérance:

E(Yy) =2M — E(Y, ;1)

Méthode 2 — Par symétrie de 1’échantillon.

Les variables X| = 2)M — X, sont indépendantes et, d’apres b), de méme fonction de
répartition que X : P([X] <z|) = P([X, >2M —z]) =1—F(2M —z) = F(z). Le
réarrangement croissant de (X7,..., X/ ) est (2M —Y,,...,2M —Y)), donc sa k-iéme
valeurest Y, =2M —Y,,_, .. Laformule de 1) d), qui ne dépend que de la fonction de
répartition commune, montre que Y, et Y), ont la méme fonction de répartition, donc la

méme loi et la méme espérance : E(Y),) =2M — E(Y,_;.1).

La méthode 1 est un calcul d’'intégrale; la méthode 2 explique le résultat par la symétrie

de la loi autour de M.

Conclusion

E(Y,—M)=E(M-Y,_, ) pour tout k € [1,n].

d) Avecn=2(+1etk=/¢+1,onan—k+1=/{+1,doncc) donne
E(Yy) — M =M — E(Y,,,),soit E(Y,,,) = M = 0.
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AinsiY, ; = ¢, (X4, ..., X,,) est un estimateur sans biais de #, qui admet une variance
(1) f)avecr =2):Y,,, € £g.Par7) b) et5) :

V(Ye) 2 V(R =

Commentaire : la médiane empirique est, comme la moyenne empirique, un estimateur
sans biais de 6, mais elle est moins précise; la partie Ill montrera que V (Y, ;) ~ o
n

soit environ 1,57 fois la variance de X,.

Conclusion

E(Y,,)=0et V(Y,,) 2

SEE

Partie I1I : Résultats asymptotiques

9) a) exp(sJ) prend les valeurs 1 et e avec les probabilités 1 — p et p.

Conclusion

L;(s) =1—p+ pe’® pour tout réel s.

b) Par le théoréme de transfert, exp(s7’) admet une espérance si et seulement si

+o0
e’ ——e~""/2 dx converge (la fonction est positive). Or
L es V2T
2 2 (2
x r—s s
ST — — = _le=9)” + =, donc l'intégrande vaut e5°/2 x e~ (=52 qui est

2 2 2 Vor
e**/2 fois une densité de la loi V' (s, 1) : I'intégrale converge.
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L (s) existe pour tout réel s.

+o00
¢) D’aprés le calcul deb), L(s) = e5°/2 Le*(f"’*sw2 dx = e°/2, Ensuite
p ’ T 7

V2

exp(s(aT + 0)) = e exp((cs)T), qui admet une espérance par b), et par linéarité :

o?s?
Lor.o(s) = e®Ly(0s) = exp (T + 93)

Conclusion

2
Lp(s) = e /2 et L, r.¢(s) =exp ((72% I 98).

10) a) Par définition de la partie entiere, g —1<|n/2| < g, donc

k(n) —n/2 < 1

vno T /n

n<k(n)§g+1.Ainsi 0< — 0.

2

Conclusion

k(n) = g +o(V/n).

b) Fx(z) = ®(x — 0) est de classe C' sur R, de dérivée f. La formule de Taylor-Young

al’ordre 1 en M donne, avec 8) :

Fy(M+h)=Fx(M)+h fx(M)+ he(h) :14-

h
—— + he(h ou
5T Tan (h)

T
Avec h=— —0: =
Vn on

reste est nul).

N | —
[\
5
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Conclusion

Le premier et le dernier termes tendent vers 0.

Conclusion

7
(u,,) converge, de limite v =———.

V2

11) a) D’apres 1) b), S,,(y,,) suit la loi binomiale de parametres n et g,, = Fx(y,,) €]0, 1].

%. On a exp(sW,)) = e=*V™n exp(h S,,(y,,))-

Soit sréelet h =

Méthode 1 — Formule du binome.

Par transfert, puis par la formule du bindme :

Méthode 2 — Produit de variables indépendantes.
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exp(hS,(y,)) = [ [ exp(hJi(y,)).
k=1

ol les variables exp(hJ}(y,,)) sont indépendantes (fonctions des X},), finies, d’espérance
Ly (h)=1—q,+ q,€" par 9) a). Par le résultat admis du préambule (étendu a n
facteurs par récurrence et lemme des coalitions), I’espérance du produit est le produit

des espérances.

La méthode 1 utilise la loi binomiale déja identifiée ; la méthode 2 montre le principe
général : la fonction L d"une somme de variables indépendantes est le produit des

fonctions L.

Conclusion

b, (91 =op(-sviay) (1+ 0,00 (55 )

2
b) Sis=0,Ly (0)=1et In(Ly (0)):():%.Soits7é0et hnzi—>0.0n
n n n

utilise les développements limités a l'ordre 2 en 0, écrits avec des fonctions de reste :

2

h2
eh:1+h+7—|—h251(h), ln(1+v):v—%+1}262(v)

otte;(h) = 0 quand h — 0 et e,y(v) — 0 quand v — 0. Posons

1
v, = q,(e" —1) =q,h, +q,h2 (5 o al(hn)> .Comme (0 <gq, <leth, —0,v, =0,

v, > —1,et:

2

1
2= g2 (14 (3 +ah)) —@h2+n,)  avec 5,0

Avec nh,, = s\/netnh? = s?:
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2

In(Ly, (5)) = ~5viig, + nln(1+v,) = ~svigy +1 (v, ~ 5 + 2200,

1 S2q2
= s+ 5V + 5%, (51 (h,)) =

2 (1 +_nn>'+'SZQi(1 +_nn)62(vn)

1
Comme ¢, — 3 (question 10) b)), ¢, (h,,) — 0,71, — 0 et ey(v,,) — 0 (limites de

fonctions le long de suites tendant vers 0) :

s2/8

1
Par continuité de ’exponentielle, Ly, (s) — ™/, et par9) c) avec o = 5 et =0,

Lr(s)= es’/8,

2

Conclusion

2
In(Ly, (s)) = 5 +o(l)et lim Ly (s)= Lz(s).
2

n—+00 "

1
12) Pourz =0,0onay, = Met g, =Fx(M)= 5 pour tout n. Alors

1
est la somme de n variables indépendantes de méme loi de Bernoulli de parameétre o

So(M) — 2

2 .
/n

1 1
d’espérance 3 et de variance 1 >0,et W, =
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S, (M)—n/2

e Le théoréme limite central s’applique directement : —2

T
T. Par composition par la fonction continue y %, W, converge en loi vers 5, ce

converge en loi vers

qui est le résultat admis apres 11) b), sans passer par les fonctions L.

e La limite des fonctions L s'obtient aussi sans le terme ——— :
V2mn
e—s/2vn) 4 gs/2vm)\ "
Ly (s) = 5 , et un développement limité a 1'ordre 2 de cette

52 1 52
moyenne donne nln {1+ — +o0 <—> — —.
8n n 8

Conclusion

pour z = 0, la probabilité ¢, ne dépend plus de n, et le théoreme limite central (avec
la composition par une fonction continue) donne directement la convergence en loi

T
de (W,)) vers 5

13) a) Soit n € N* et x réel. Comme /n > 0 :
ViV — M) Sz = Yy < M + % = y,.Comme k(n) = |n/2] + 1 € [1,n],

la question 1) c) donne [Yy,,) < y,] = [S,,(y,,) > k(n)]. Enfin:

Vvn

- >

Sn(Yn) 2 k(n) < S,(y,) —ng, > k(n) —ng, <

Yn) —ng
i

= W, >u,

Conclusion

b) On évite tout théoreme général sur les convergences en loi et on procéde par
T
encadrement. Notons  G(c¢) = P ([5 > CD = 1 — ®(2¢), fonction continue sur R.

p T
Etape 1 : pour tout réel ¢, P([W,, > ¢|]) — G(c). La fonction de répartition de oY,
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t = ®(2t), est continue partout, donc par la convergence en loi admise, Fy, (t) — ®(2t)
pour tout réel ¢t. Soit € > 0; par continuité de @, il existe § > 0 tel que
®(2¢) — P(2(c—0)) <e.Comme [W, <c—4]C[W,<c]C[W, <c]:

Fyy, (c—8) < P(W, < d]) < Fy, (¢)

Pour n assez grand,  Fy, (c—9) > ®(2(c —9)) —e > ®(2¢c) —2e et Fyy, (c) < ®(20) +&.
Donc |P([W,, < ¢]) — ®(2¢)| < 2¢ pour n assez grand : P([W,, < c]) — ®(2c¢) et
P(W,, = c]) = G(c).

Etape 2 : seuil variable. Soit & > 0. Par continuité de G en u, il existe n > 0 tel que
|IG(u+n)—G(u)| <ecet|Gu—n) —G(u)| <e. Comme u,, — u (question 10) c)), il
existe n; tel que u —n < wu,, < u+npourn > n,;alors

W, >u+n] C[W, >u,] C[W,>u—n],dou:

D’apres 'étape 1, il existe n, tel que pour n > n,, P([W,, > u + 1)) soit a moins de € de

G(u +n). Pour n > max(n;,ny) :

G(u)—2 < P([W, > u,]) < G(u) + 2¢

T
Donc P([W, > u,]) — G(u). Enfin,avec © = ———=cetl1l — ®(—y) = ®(y) :
(W = w,)) (w) Nor (—y) = 2(y)

G(U)=1—@<—%) :q><x %) :P([Tﬁx %D :P<{\/§T§x}>
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Conclusion

i pw, 20 = ([ Fr2])

¢) Soit zréelet = ==z g D’apres a) etb) (appliquées a ce z) :

dl
= P([W, >u,]) — P (l@Tﬁz@]) = ®(2)

La convergence a lieu en tout réel z, et ® est continue.

&'

2_n(Yk(n) — M) < z]) :P<[\/E(Yk(n) - M) < :13])

™

Conclusion

2
<\ / —n(Yk(n) - M )) converge en loi vers T', de loi normale centrée réduite.
™

neN*

14) a) Avecn=20+1, [n/2|=|{+ %J =/

Conclusion

k(n) =€+ 1:Y), estla médiane empirique.

b) Dapres 8) d), E(Yy,)) = E(Y,,,) = 0 pour tout n impair.

Conclusion

nl_l)l’_il_’loo E(Yy () = 0 (la suite est constante).
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¢) Comme E(Y},)) = M,ona E((Yy,) — M)?) = V(Y},,), et le résultat admis s’écrit

2n

Conclusion

V(Yin)) ~ % lorsque n — +o0.

d) D’apres 8) d), Yy, € &y, donc par le résultat admis en 7),
— — — — 1
Cov(X,, Yy — X,) =0,80it Cov(X,,Yy,) =V(X,)= - (question 5)). Les

1
variances sont strictement positives ( V(Y},,)) > —), donc:
n

b = Cov (Y, X,) _ 1/n _ 1
VOV E)  VEw)/n V(Y

s
Parc), nV (Y, — 5" et par continuité de la racine carrée :

Conclusion

lim =
n—-+oo pn

sans valeur de preuve).

2
\/j ~ 0,80 (valeur confirmée par simulation pour n = 21 et n = 101,
™

Relevé des adaptations

e Enoncé : aucune question n’a d étre modifiée; le sujet est conforme au référentiel.

e 13) b) : la question est conservée, mais la preuve évite tout théoreme général sur les
convergences en loi combinées a des suites convergentes (type Slutsky).
Justification : le référentiel exclut Slutsky ; la limite est obtenue par un encadrement

élémentaire des probabilités, a partir de la convergence en loi admise de (W,,) et de

la continuité de ®.
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e 11) b) : le développement limité est mené en évaluant des développements de exp et
de In(1 + -) le long de suites tendant vers 0, avec des fonctions de reste explicites.

Justification : la composition des développements limités est hors programme.

25/25



