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Corrigé

Rappels utilisés dans tout le corrigé.

Loi image par une fonction strictement monotone. Si A et B ont méme loi, alors pour
tous réels A et ¢, A\A + c et AB + c ont méme loi, et p(A) et ¢(B) ont méme loi pour toute
fonction ¢ continue strictement monotone sur un intervalle contenant les valeurs de A et
B : en effet, pour ¢ croissante, P([p(A) < z]) = P([A < ¢ !(x)]) pour z dans I'image de
¢ (et cette probabilité vaut 0 ou 1 en dehors), et de méme pour B. Deux variables de

méme loi ont méme espérance et méme variance (sous réserve d’existence).

Lemme des coalitions (programme). Si 4, ..., A, sont mutuellement indépendantes,
toute variable fonction de (A, ..., A,) est indépendante de toute variable fonction de
(Api1s-- 5 A,), et des fonctions de sous-familles disjointes sont mutuellement

indépendantes.

Loi gamma. Pour ¢t > 0 et s > —¢, en posant I' comme dans 1’énoncé, le théoréme de
e (e et ¢ B(X35) = — / " pertotge g - DE T 9)
ransfert (fonction positive) donne = — z e tdr = ———2,

P YT Jy I(t)
l'intégrale convergeant car t 4+ s > 0.

Partie I. Quelques résultats préliminaires

1) a) On étudie le signe et la taille de v,,.

Pourn >1:

1 1
vn—hn+1—hn—ln(n—i—1)—i—lnn—n+1—ln(1—|—ﬁ>.

Méthode 1 — Encadrement et série télescopique.

Pour x > —1,In(1 + z) < z (concavité de In, tangente en 1), et pour > 0,

In(1+2x) > ] f_ . (appliquer l'inégalité précédente a s In Tz

—X
< LA
< 1+x) vec
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1 T 1
T=—, = ,donc :
n l+4+=x n+1

1
La série télescopique de terme général — —

converge (ses sommes partielles
n

1 . PR .
valent 1— N——I—l)' Par comparaison de séries a termes positifs,

Z(_U'n)

converge, donc

aussi.

Méthode 2 — Equivalent.

2 1 1 1 1
Par le développement limité In(1+z) = z— — + o(2?) et =———— -0 <—> :

1
donc —v,, ~ oz
n

La série de Riemann
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converge, et —v,, > 0; par équivalence de séries a termes positifs,

2 v

converge.

La méthode 1 donne de plus la majoration explicite du reste; la méthode 2 est la

démarche standard par équivalent.

Conclusion

la série de terme général v,, converge.

b) Pourn > 2,

n—1
Tn =M1 + Z Vg
k=1

(télescopage), avec vy, = 1. Les sommes partielles de la série convergente

D

ont une limite finie.

Conclusion

(7,,) converge; sa limite est

+o00o
7::1—%§£:vk
k=1
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c) Pourt>0etn>1:

t
dnjt:7_<hn—1nn)+1n(t+n)_1m:(7_%)+1n<1+5>

Le premier terme tend vers 0 par b), le second vers In 1 = 0 par continuité du logarithme.

Conclusion
lim d,,=0.
n—-+00 ’
. o T(t+1)
2) a) Résultat du cours (ou rappel initialavec s =lets =2: FE(X,) = I) =t,

E(X2) = (t+ 1)t).

Conclusion

E(X,) =tetV(X,) =t

b) On applique le théoréme de transfert a z = Inz et z = (Inz)?.

Existence. La fonction u  (Inu)e “u'~! est négative sur |0, 1] et positive sur [1, +oo];
& p

l'intégrale admise étant convergente, ses deux morceaux convergent, donc elle est

absolument convergente. Ainsi In(X,) admet une espérance et, par transfert :

1 [ I'(t)
E(InX,) = —/ Inz)e *xttde = =(t
De méme, 'intégrande (Inu)2e “u'~! est positive et son intégrale converge, donc
E((InX,)?) = 1; ((tt)) . Par la formule de Koenig-Huygens :

T (TN T - T (1)
VInX) =Ty —(m)) =T TP
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5 1-\/ . , P”P o 1‘\/2
Or I > 0 est de classe C*, donc v = T est dérivable et )" = —=
Conclusion
E(InX,) =9¢(t)etV(InX,) =¢'(t).
3) a) On applique le rappel initial avec s = —1, licite car t — 1 > 0 : la fonction positive

x ;fxt (x) est intégrable sur |0, +-o00[ et :

1\ T(¢-1)  T@¢—1) 1
b (_) @) (—1T(—-1) t-1

X, - -

Conclusion

1
pour ¢t > 1, E(1/X,) existe et vaut et De méme, pour t > 2, E(1/X?) =

F(t — 2> _ 1 , Cé qui servira en C)-
L) — (E—-D(E-2)

b) La fonction In est concave sur |0, +o00[, donc sous sa tangenteen 1 : Inx < x — 1. En
1 1 1
appliquant cette inégalitéta — >0: —Inz<—-—1,s0it lnz>1——.
x x x

1
Sizr>1:0<Inz<z—1,donc (Inz)? < (z—1)2Si0<z<1: 1—-<Inx<0,donc
T
2

1
(Inz)? < (1 — —) . Dans les deux cas, on majore encore en ajoutant I’autre carré, positif.
x

Conclusion

2

1 1
pour z > 0, 1—Eglnx§x—1et (lnx)2§<1——> + (z —1)2
T

X
c) Onappliqueb)a == Tt > ( et on utilise la croissance de I'espérance. La variable

X
In <7t> = In X, — Int admet une espérance et un moment d’ordre 2 d’apres 2) b).

X, X X
Premiére inégalité (¢ > 0) : lnTt < Tt —1,donc FE (ln 7t> < B(X,) 1=0.
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X il 1
Deuxieme inégalité (t > 1): In Tt >1-— X et X admet une espérance par a), donc
t t
X t 1
E (1 —t> >1— =— :
<n t) Ti—1 -1

Troisiéme inégalité (¢ > 2). Par b) :

2
D’une part £ ((—t — 1) ) = V(gt) = ;- D'autre part, para) :
2 2 _ _9) _ _ 2
5 (1_i) g2 t _(—D(@E—2)—20(¢—2)+1¢
X, t—1 (—-1)(t—2) (t—1)(t—2)
_t+2
)
X 1 t+2
E 2 _t) < = ) . < 1s
Donc (ln = S + E=DE—2) Comparons au majorant voulu, en multipliant
2

=1t =22+ttt +2)t—2) =3 —5t2 +8t —4)+ (t3—4t) = 2t3 —5t2 + 4t — 4

et 2t2(t — 1) = 2t3 — 2t2. La différence vaut 3t? — 4t + 4, trindme de discriminant

1 t+2 2t
16 — 48 < 0, donc strictement positif. Ainsi — .
p t T G—D—2) (-2

Conclusion

X X 1 X
E(lnf) < Opourt > 0, E(lnf) > i1 pourt > 1, et E<1n27t> <

m pourt > 2.
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X
d) On applique I'inégalité de Markov au carré. Notons Z, = In (ﬁ) et soit e > 0.
n

Pour n > 2,t+n > 2 et Z2 est une variable positive admettant une espérance; par

I'inégalité de Markov et c) :

E(Z3) _ _ 2At+n)

P(12Z,] 2 €)) = P23 2 %) < =52 < o o o

n

2
Le majorant est équivalenta —— et tend vers 0.
e'n

Conclusion

t+n
dépend que des lois des X, , ; il s"applique donc a toute sous-suite, par exemple a

<ln (Xt+2n>>
t+2n/)/ 51

X
(ln <ﬂ>> converge en probabilité vers 0. On remarque que ce résultat ne
n>1

4) Question adaptée au programme actuel : dans I'énoncé original, la méme variable NV
figurait pour tout n, la seconde partie de b) demandait la limite en probabilité de
(N +u) +V,, et ¢) admettait que la convergence en probabilité entraine la
convergence en loi. Comme en 14) c) la variable jouant le role de N dépend de n,
I’énoncé adapté considére une suite (V,,) de variables de méme loi que N et établit

directement 1'égalité des lois par un encadrement des fonctions de répartition.

€ € £
a) Soite > Oetwtelque [A4,(w)| < 3 |B,,(w)] < 3 et |C,(w)] < 3 Par 'inégalité
triangulaire, | D,,(w)| < . Par contraposée, si | D,,(w)| > ¢, 'un au moins des trois
2 P g 7 s g 2 9
réels dépasse zen valeur absolue : c’est I'inclusion demandée. Par croissance et

sous-additivité de P :

0 < P((|D,| >¢l) < P([|4,] > ¢/3]) + P([|B,| > ¢/3]) + P((IC,| > £/3])

£
et chaque terme tend vers 0 (convergences en probabilité vers 0, appliquées avec §)
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Conclusion

(D,,) converge en probabilité vers 0.

b) Convergence de (V,,). Soit ¢ > 0. Comme u,, — u, il existe n, tel que |u,, —u| <

N ™

pour n > n,. Pour de telsn, |V,| <|D,,|+ g, donc [|V,,| > €] C [|D,,| > /2] et
P([|V,,| >¢]) < P(]|D,,| > ¢/2]) — 0 par a). Donc (V,,) converge en probabilité vers
0.

Encadrement. Soit = réel, ¢ > 0etn > 1.

Si|V,(w)|<eetN,(w)+u+V,(w) <z alors N,(w) <z—u—V, (w) <x—u+e. Donc

[N, +u+V, <z] C[N, <z—u+¢e U][|V,| > ¢], dou la majoration.

Si|V,(w)|<eetN,(w) <z—u—¢, alors N,(w)+u+V,(w) <x—e+e=uz Donc
[N, <xz—u—¢|C[N,+u+V, <z|U[|V,|>c¢],dou

PN, <z —u—e]) < P(N, +u+V, <z])+ P(|V,| > e]),

qui est la minoration.

Conclusion

(V,,) converge en probabilité vers 0 et 'encadrement demandé est vrai pour tout n.

c) On compare les fonctions de répartition F; et Fiy_,,.

Notons Fly la fonction de répartition de NV ; elle est continue sur R car N est a densité.
Comme N, + D,, +u,, = N, +u+V, alaloide M et N, celle de N, '’encadrement de
b) s’écrit, pour tout z réel, tout ¢ > 0 et tout n :

Fy(z—u—e) = P([[V,| > €]) < Fiy(2) < Fy(z —u+e) + P([[V,] > €])

En faisant tendre n vers +o0o (F;(z) ne dépend pas de n) :
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Fy(x—u—e) < Fy(x) < Fy(x —u + ¢). En faisant tendre € vers 0, la continuité de Fy
donne F;(x) = Fy(x —u) = P(IN +u < x]).

Conclusion

M et N + u ont la méme fonction de répartition, donc la méme loi.

5) Les résultats de cette question ne dépendent que des lois de X, X et de leur

indépendance.

a) Comme X, et X sont a valeurs strictement positives, T, 5 est a valeurs dans 0, +o0|
et Q, 5(92) C R; on prend R comme ensemble des valeurs de @, 5 (on verra en c)

que sa densité est strictement positive sur R).

Densité de In(X,,). Pour z réel, Fy, x (z) = P([X, < e®]) = Fx_(e”). La fonction F_
est de classe C'! sur |0, +o0], de dérivée f x,, (continue sur cet intervalle), et z - e” est

C' de R dans ]0, +-oo[; donc Fj, y_est C' sur R et une densité est :

Gal®) = € fx._(e%) = ﬁ exp(—¢*)

Densité de —In(Xj4). Pour z réel, P([~InXz;<x]) = P([Xz>e™"]) =1~ Fx (e7)

(FXB est continue). Cette fonction est C'! sur R, de dérivée :

kol@) = e fx (€%) = e exp(—e~%)

1
I'(B)

Conclusion

In(X,) admet la densité =

F(a)e exp(—e”) et —In(Xp) la densité z

W(W exp(—e~*), sur R. Ces densités sont continues et bornées sur R (elles

tendent vers 0 en +00).
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b) On applique le produit de convolution. Q,, 5 = In X, + (—1n Xj) est la somme de
deux variables a densité indépendantes (fonctions respectives de X, et Xz). Par le
théoréme de convolution, sous réserve que la fonction & ci-dessous soit définie et

continue sur R (ce que donne la formule explicite de c)), une densité de Q,, 5 est :

+o0
ﬁ / e exp(—e¥) e AT exp(—e¥ ) dy

+o0
ma) = [ aalksle =) dy = m

En regroupant e®¥efV = el@+hY et —e¥ — ¥ = —e¥(1 + ¢7) :

e B

x)= —— +ooe(o‘+f3)y xp (—eY e
he) = e | OO Lk e dy

Conclusion

fq. , = hal’expression demandée (la convergence de l'intégrale et la continuité de

h sont établies en c)).

) Soit z réel fixé et c = 1 + e~ * > 0. Lapplication ¢ : y - ce? est de classe C?,
strictement croissante, et réalise une bijection de | — oo, +-00[ sur |0, +-o00[; le
changement de variable u = ¢(y) est donc valide pour les intégrales impropres (les
deux intégrales sont de méme nature et égales). Onay =Inu —In¢, dy = Zu et

uth
ca+ﬁ

eletBy = . Donc:

+oo +oo
1 T
/ e(a—l—ﬁ)y exp<—cey> dy — COH—B / ua+,3—1e—u du = uﬁ%
—00 0

intégrale convergente. Par suite :

I'a+ B) e Pz 1 e Preloth)z 1 e

J0us® = M@ T+ e® ™ ~ B @+  Bah) 1+
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Cette fonction est continue sur R, ce qui acheve de justifier b).

Conclusion

1 eax

Bl@,f)  (L+e)r?’

pour toutréel z, fq () =

d) T, 5 =exp(Q, ) >0.Pourx <0, Fr(x) = 0. Pour z > 0,
Fr(z) = P([Qq,5 < Inz]) = Fy(Inz), oll Fy est C' sur R de dérivée f,,
(continue). Donc F- est continue sur R (limite Fiy(—oo) = 0 en 0), de classe C* sur

R*, et pour z > 0:

) 1 11 z°
Fr(z) =—fq, ,(nz) = P

T

Conclusion
1 zo !
une densité de T, gest fr (7)== Bap) Aro7 pourz >0et fr () =0
pour x < 0.

Tos

e) On écrit Ja,ﬁ = 1—|——T
a76

(diviser numérateur et dénominateur par Xz > 0). La

73
fonction ¢ : z o est C', strictement croissante, bijective de |0, +oo[ sur ]0, 1],
x

z

de réciproque z T Donc J,, 4 est a valeurs dans |0, 1[: F;(2) =0siz <0,
z k)

F;(z)=1siz>1,etpour z €]0,1]:

FJ(Z):P([Ta,BS 1sz :FT<1iz>

F; est continue sur R (limites 0 et 1 aux bornes) et de classe C! sur |0, 1], avec, en posant
z 1
= —— (donc 1 = ——)3
T ( e 1— z)
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1 1 1
F}(Z) = (1 _ Z>2fT(x) = (1 o 2)2 ’ B(a,ﬁ) : Za_l(l - Z)l_a(]' - Z)OH_,B
_ 1 Za—l — B—1
= Bap 77
Conclusion

J,, 3 admet la densité z 2271(1 — 2)~1 sur ]0, 1, nulle en dehors.

1
B(e, )

Partie II. Etude de la variable aléatoire In(X,)

Hypothése adaptée : dans I'énoncé original, on supposait seulement X , indépendante
de chacune des variables Y} ; I'énoncé adapté suppose la mutuelle indépendance de
toute famille finie formée de variables X, d'indices distincts et de variables Y} (voir le
relevé des adaptations). Les Y}, peuvent étre supposées strictement positives, quitte a

négliger un événement de probabilité nulle.

6) Les Y, sont mutuellement indépendantes de loi (1) (la loi exponentielle de
parametre 1 estla loi y(1)). Par stabilité des lois gamma (de méme taux) pour la

somme de variables indépendantes :

Conclusion

pour k > 1, .S, suitlaloiy(k), E(S,) = ket V(S,) = k (S, = 0 est constante).

7) a) Comme X, > 0 et .S, > 0, tous les termes X, + S}, sont strictement positifs. Le

produit est télescopique :

T X+ S X +S, X,
Xt+Sk Xt+Sn Xt+Sn

k=1
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donc

T X+ S5
In (1!:[1 X, + S, ) +In(X; +5,) =InX; —In(X; + S,,) + In(X; + 5,,) = In X,.

Conclusion

1'égalité est vraie pour tout n € N*.

b) Par hypothese, X,,Y], ..., Y,, sont mutuellement indépendantes; par le lemme des
coalitions, X, et S,, sont indépendantes. X, suit y(¢) et S,, suit y(m) (question 6) ;
par stabilité des lois gamma pour la somme de variables indépendantes, X, + S,,

suit y(t + m).

Conclusion

X, +S5,,alaloide X, ,,.

8) a) On utilise le troisieme résultat admis avec o = ¢, § = 1, puis le lemme des
coalitions.
X t

R = =
t,1 Xt _|_ Y]_ t,2 G + )/2
indépendantes, de lois 7(t) et (1) : par le résultat admis, R, ; et G sont indépendantes.

et R avec G = X, + Y. Les variables X, et Y; sont

De plus Y, est indépendante de (X,,Y; ), donc de toute fonction de (X, Y;). Ainsi, pour
tous intervalles I, J, K, I'indicatrice de [R, ; € I] N [G € J] étant une fonction de
(X t) Yl) :

P([R,, € IIN[G e JIN[Y; € K]) = P([R,; € I]N[G € J])P([Y; € K])

= P([R;, € I)P([G € J])P([Y; € K])

Les variables R, ;, G, Y, sont donc mutuellement indépendantes, et R, , est une fonction

de (G,Y;) : par le lemme des coalitions, R, ; et R, , sont indépendantes.
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Conclusion

R, ; et R, 5, sont indépendantes.

b) Par?7) a),

InX, = Z In(R,; ;) +In(X, +5,,)
k=1

(égalité de variables aléatoires).

D’une part, d’apres le résultat admis en a), R, 1, ..., R, ,,, X; + S5, sont mutuellement

indépendantes, doncIn R, ;,...,In R, ,,In(X, + S,,) aussi (lemme des coalitions).

D’autre part, X, ,, (indice ¢t +n # t) est, par hypothese, indépendante de (X,, Y7, ..., Y,,),

donc de toute fonction de ce vecteur; comme ci-dessus, pour des intervalles [, ..., I,,, J,
l'indicatrice de (], [R; j € I;;] étant une fonction de (X,Y;,...,Y,,):

(ﬂ tkEIkm[Xt—i-ne‘]) H ([Ry € Ii]) x P([ X4y, € J])
k=1

DoncIn R, 4,...,In R, ,,In X, ,, sont mutuellement indépendantes. Enfin In(.X, + 5,,) et
In(X,,,,) ont méme loi par 7) b). Le quatrieme résultat admis donne 1'égalité des lois

des sommes.

Conclusion

In(X,) et

In(R, ;) +1In(X,,)

x5
||M:
N

sont de méme loi.
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9) a) U €]0,1],donc —InU > 0. Pour x < 0, P([—InU < z]) =0; pourz > 0:

P([-InU<z])=P([U>e?])=1—¢€¢""

Conclusion

—In U suit la loi exponentielle de parameétre 1.

(X¢ + Spq) + Y5,
X, + S, suity(t +k—1) (7) b) pour k > 2, et X, lui-méme pour k = 1), Y}, suit

b) Onapplique5) e) aveca =t+k—1,3= 1. Eneffet R, =

v(1), et ces deux variables sont indépendantes (lemme des coalitions). Avec
t+k—1I1) 1 .
L(t+k) Ct+k—1"

Blt+k—1,1) =

Conclusion

fr, (2) = (t+k—=1)z"""2siz€]0,1], et fr  (2) = 0 sinon.

c) On compare les fonctions de répartition. Posons a =t + k —1 > 0. Pour z €]0, 1],

Fp  (2)= / as?lds = 2%, et Fp  vautOsur|—oo,0] et1sur [1,+o0[.
: a :

U kl: /% est a valeurs dans 10,1] et, pour z €]0, 1], par stricte croissance de s + s'/% :

P([U,i/a < z]) = P([Uy, < 2%]) = 2%; elle vaut aussi 0 pour z < 0 et 1 pour z > 1.

Conclusion

1
pi k-1

ont méme fonction de répartition, donc méme loi.
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d) Onremplace chaque In R, ; par une variable de méme loi, puis on vérifie les

constantes.

Par c) et le rappel sur les lois images, In R, ; a la loi de

1 1
rory—] InU, = _t-i—k——l(_ InU,), et par a) laloi de —In U, est celle de Y}, ; donc
, Y,
InR, , alaloide _t—i—k—k—l'
q Y]_ Yn . 2
Les variables Y In X, ,, sont mutuellement indépendantes
n —

(hypothese de la partie II et lemme des coalitions), de méme que
InR,,,....InR, ,,In X, , (vuen8) b)), avec des lois deux a deux égales. Par 8) b) et le

quatrieme résultat admis :

In X, alaloide

n—1
1 X
—+1“(ti—+2> +dy;—v=h,+InX;,, —In(t+n)+v+In(t+n)—h, —v

Conclusion

In(X,) ala méme loi que

n—1
1 Yk+1> (Xt-i-)
R (SR g,
k20<k+1 R T
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10) Notons Z,, la variable de 9) d). Deux variables de méme loi ont méme espérance et

méme variance.

Espérance. Par 2) b), linéarité et £(Y,,,) = 1:

n—1
1 X
E(In X,) ———— |+ E |l ﬂ) d, ,—
v = i k:o(k+1 t+/€)+ (nt+n e =
1 Xt+n
Pour n assez grand (¢t +n > 1), 3) c) donne ——gE(ln—)ﬁO,doncce
t+n—1 t+n

terme tend vers 0; d,, , — 0 par 1) c). Ainsi la suite des sommes partielles

— +y—E (1 ﬂ)—d

converge vers 1(t) + v : la série converge et

1
w0 =1+ 3 (1= 715).

Y; Y X
Variance. Les variables ——2%, ..., — " In —*" sont mutuellement
t’ t+n—1 t+n

indépendantes et admettent une variance; la variance de leur somme est la somme des

variances, et les constantes ne changent pas la variance. Avec V(Y ;) =1et2) b):

Pourt+n > 2,
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(3) c)). Donc les sommes partielles

3‘
—
—_

ﬁ‘
o
—~
~
5
~—
[\

convergent vers ¢’ (t).

Conclusion

E(InX,) =¢(t)=—+> (%4-1 - t-l—%)

et

V(lnX,) =9'(t) = Z m
=0

11) Par2)b), ¢(t)—Int=FE(InX,) —Int=F <ln %) Pour ¢ > 1, 3) ¢) donne

1
—— < #(t) —Int < 0; par encadrement :

Conclusion

lim (¢(t) —Int) = 0.

t—+o0

12) On se ramene a une somme de variables exponentielles.

Loide —InW,. W, = Uil/ * ot U, suit la loi uniforme sur ]0, 1] (avec U; = W!*). Alors
1

—InW, = ;(— InU,), etpar9) a), £, = —InU, = —pIn W, suit la loi exponentielle de

parametre 1. Les F; sont mutuellement indépendantes (fonctions des W,

indépendants). Posons
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de loi v(p) (question 6). Alors

InW, = 5

7

=1 H

M)

et, S étant strictement positive presque stirement :

Estimateur. G, est une fonction de I’échantillon (W7, ..., W) qui ne fait pas intervenir y;

elle est définie presque stirement (la somme

Zln W,

est strictement négative presque stirement). C’est donc un estimateur de .

Biais. Comme p > 3 > 1, 3) a) appliqué a S (de loi y(p)) donne

1
E(G,) =ppE <§> = % Le biais vaut  F(G,) —p = ﬁ # 0: G, nest pas sans

biais (il est asymptotiquement sans biais).

Convergence. Commep >3 > 2, E = = L (finde3) a)), donc:
sz)  (p—1(p—2)
_ 22 1 SR SR S s
V&) = (GG=s 5o 1) " o=

Ainsi E(G,,) — petV(G,) — 0 quand p — +oc. D’apres la condition suffisante du

cours, G, est un estimateur convergent de . Détail : pour € > 0 et p assez grand pour

W € € TR el

que b, = P < g-ona |G, —ul>€] C|G,—E(G,)] > 5], et l'inégalité de
4V (G

Bienaymé-Tchebychev donne P([|G, — | > €]) < (2 v) — 0.

g
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Conclusion

G, est un estimateur de 4, biaisé (biais ), et convergent.

L
p—1

13) Code adapté en Python : I'énoncé original utilisait le langage Pascal et sa fonction
random; les fonctions sont réécrites en Python avec np.random. random(), qui renvoie
un réel uniforme dans [0, 1|. Le parametre lambda a été renommé lam, lambda étant

un mot réservé en Python.

a) Si R suit la loi uniforme sur [0, 1], alors V' = 1 — R suit la loi uniforme sur |0, 1], de

InV
sorte que In V' est défini. La fonction renvoie une réalisation de Z = — (avec A

= lam > 0). Par 9) a), —In V suit la loi exponentielle de parameétre 1; pour z > 0:

P([Z<z])=P(—InV < \z]) =1—e %, et P([Z < z]) = 0 pour z < 0.

Conclusion

la fonction X(lam) simule une variable aléatoire de loi exponentielle de parameétre

A (méthode d’inversion).

b) Par 6), une somme de n variables indépendantes de loi exponentielle de parametre 1
suit la loi y(n). Chaque appel a X(1) utilise un nouveau tirage de

np.random.random(), ce qui modélise des variables indépendantes.

Python

import numpy as np

def X(lam):

return -np.log(l - np.random.random()) / lam

def g(n):
s =0
for k in range(n): # n passages : k=0, 1, ..., n-1
s =s + X(1) # ajout d'une variable exponentielle de paramétre 1
return s
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La variable s contient la somme partielle; apres la boucle (exactement n passages,

range (n) excluant n), s est une réalisation de Y; + - +Y,,, de loi vy(n).

¢) m(p) renvoie réalisation de % avec S de loi y(p). C’est exactement la variable

.
9(p)’
G, dela question 12) danslecas y =1 (car G, = %) D’apres 12), G, converge en

probabilité vers u = 1; on peut aussi le voir par la loi faible des grands nombres,

9(p) étant la moyenne empirique de p variables d’espérance 1.
p

Conclusion

pour p de plus en plus grand, les valeurs renvoyées par m(p) devraient se rapprocher
1
i

de 1, avec des fluctuations de plus en plus faibles (écart-type de 'ordre de

puisque V(G,,) ~ —)

Code exécuté (NumPy 2.4) : aprés np.random. seed (1), les appels successifs m(100),
m(1000), m(10000), m(100000) ont donné environ 1,055; 1,003; 1,012; 0,9994. Cette

observation expérimentale illustre le résultat de 12) sans le démontrer.

Partie III. Quelques propriétés de la fonction I

14) a) On sépare les indices pairs et impairs dans la somme de gauche. Pour k = 2j
(0<j<n—1)etk=2j+1(0<j<n—1),onparcourt une fois chaque
ke0,2n—1]:

2n—1 1 n—1 2 ) n—1 2 )
22( _ak+1> Z Agji1 +Z Ggj12
— k+1 t+k g 2]+1 t+2j = 2]+2 t+27+1
2 1 2 1
Or 2 = et : = . Pour les termes constants,
t+25 t . t+25+1 t+1
5T —— T
2 2
2 1 2 1 1 1 1 2
: =——et — = - +2<. — — )(car : = ——).En
27+2 541 27+1  j5+1 27+1 25+2 J+1 27+ 2
reportant :
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Conclusion

l'égalité demandée est établie, pour toute suite (a;,), tout n € N* et tout ¢ > 0.

b)
n— 1< ) Zf n—1 1
- —:h2n_hn'
= \2k+1 2k+2 = —k+1
Avec h,, =7,, +Inm: Wy, = Yop, — YV + I0(2n) —Inn =, — 7, +In2, et

Yon — Yn — ¥ —7 =0(1)b)).

Conclusion

w,, = hy, — h,, et nl_l)I_iI_loo w,, =In2.

c) On écrit, grace a 9) d) et 14) a), une variable de méme loi que 2In X, sous la forme

N,, + D,, + u,, de la question 4 adaptée.

Par I'hypothese de la partie II, les variables X ; et X; , | (indices distincts) sont

2 2
indépendantes, ainsi que les variables Y}, X, ,,,, X¢ , Xy 41 (indices distincts :
§+’n 9 +n
t t+1 X cers
t+2n, = +n, —— + nsontdeux a deux différents car ¢ > 0).

2 2

Etape 1. Par 9) d) avec 2n a la place de n, puis multiplication par 2, M = 2In X, a la loi
de:

2n—1
Yk
Z<k+1 k)T t+2 + 2, = 2

Etape 2. Par 14) a) avec a,, = Y}, cette variable s’écrit N, + A, + B,, + C,, + u,,, ot :
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X¢
n—1 =
1 Y. N
P, = — e +In 2 +d t =
o\ ktl 4 k E—i—n
2 2
1 Xt
_n_ 1 Yokio 2 o
@n = K+l t+1 ting g
k=0 T+k 5 n
N, =P, +Q,, A, =2In—¥2"
t+2n
Xt
—+n
Bn——lnt2 ,
2 "
X1
+n
_ 2
Cn = lnt+1+
—_— n
2

un:2wn+2d2n,t_d t —d t+1

n5_ n?

2 2

(lestermesen X; et X; 4

§+n 9 +n

de P,, Q,, redonnent —2-).

Etape 3 : loi de N,,. Par le calcul des constantes fait en 9) d),

HEC — 2010

de P,, Q,, se compensent avec B,,, C,,, et les deux —y
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Par 9) d) appliquée avec % (et la méme simplification), In X4 alaloide

2
n—1
Y,
. t k+1 + lnXt

k=0 5 + k §+n

Y. Y,
Les familles —# JInX, et —tk—ﬂ ,InX; sont

—+ k —tn —+ k ~+n
2 0<k<n—1 2 2 0<k<n-1 2

chacune mutuellement indépendantes, avec des lois deux a deux égales; par le

quatrieme résultat admis, P, alaloi de In X ;. De méme, @),, (construite avec

2
Yo, Yy, ., Yy, et Xy )alaloide InX; 1. P, et @, sont fonctions de
+n —
2 2

sous-familles disjointes d"une famille mutuellement indépendante, donc indépendantes.
Par le quatrieme résultat admis, N,, = P, + ), alaloide N=InX; +InX; , 1.
2 2

Etape 4 : hypothéses de la question 4. A,, B,, C, sont a densité (images de variables

gamma par des fonctions C'! strictement monotones) et convergent en probabilité vers 0
t t+1

par 3) d) (appliquée avec t et la sous-suite d'indices 2n, avec —, avec ).Par1) c) et

2 2
14) b), u,, — 2In2. M est a densité (5) a)); N est a densité, somme de deux variables

indépendantes dont les densités (5) a)) sont continues et bornées (théoreme de

convolution). Enfin M alaloide N, + D,, + u,, pour tout n.

Par 4) c), M et N + 21n 2 sont de méme loi.

Conclusion

2In(X;) alaméme loi que In(X;)+In(Xy 4 1)+2In2, 00 X; et Xy 4 1 sont

2 2 2
indépendantes.

d) Avect =2s(s>0),c)donne:2InX, ,alaloide InX_ +InX ; +2In2.Soit
s+§
r > 0. La fonction x +— €"* est continue et strictement croissante sur R; par le rappel

sur les lois images, exp(2rin X,,) = X3 alaloi de
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exp (rlnXS—I—rlnX 1+2rln2) =2 XX .

s+§ s+§

Conclusion

(Xy,)* et 227(X,)"(X 1)" sont de méme loi.
s+

2

T
e) On prend les espérances. Par le rappel initial, E(X3") = %’
s
L(s+r)
B(X]) = —"D
( s) F(S) et

1

I’(s—l—r—|—§)
E(X 1)— - TR
s+2 (S+§)

Les variables X7 et X" | sont indépendantes et admettent une espérance, donc
s+

2
(deuxiéme résultat admis) leur produit aussi, et d) donne :

['(2s + 2r) 22TF(S—|—T’) ‘ I(s+r+ 5)
I'(2s) ['(s) 1
F(S + 5)
Choisissons s = % :I'(2s)=T(1)=1, I'(s+ %) =T(1) =1etT(s) = /m Il vient
r'2r+1)= fj;l"(r + %)F(r +1). AvecI'(2r+ 1) =2rI'(2r)etI'(r+ 1) = rI'(r) :

20T (2r) /7 = 22T (7 + 3

et en divisant par 2 > 0:
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Conclusion

1) = I'(2r)y/7 (formule de duplication de Le-

pour tout r > 0, 2% 1T(r)l (r +35

gendre).

1 1 1
15) a) On part de la décomposition —— = — —

et on l’éléve au carré :
wu+1) uw w41

1 1 1 2 1 1 2 2

w(u+1)2 w2 (u+1)? ulu+1) u2+(u+1)2 u+u—|—1

donca=1,b=1,c=—2,d = 2 conviennent.

Relation sur ¢)". Soit t > 0 et K € N. Avec u =t + k et en sommant pour kde 0 a K :

K K K+l 4 K 1 1
2
< (t+ k) t+k:+1 £ ( Ca(t+k)? T \t+k t+k+1
La derniére somme est télescopique et vaut ! ! Quand K — +o0, par 10)
V. - ,
erniére somme es piq rirry p

1 1
les deux premiéres sommes tendent vers ¢’ (t) et ¢’ (t) — 2 et la troisieme vers T

Donc la série

1
2 (t+E)2(t+k+1)>

converge et :

! / 1 2
(t+k)2(t+k+1)2 =2 (t)— = — -

2t

iINgh)
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Conclusion

a=b=1,c=-2,d=2,et

1//(%)—1+L+1+io !
St 27 24 (t+ k)2t +k+1)%

b) Encadrement de ¢)". On applique l'encadrement admis avec u = ¢ + k et on somme

pour k de 0 a K. Les sommes des membres extrémes sont télescopiques, car

15 1
bkt =t+(k+1)+

1 T 1 i <1(1_ 1 )
S e+ qersde) =E+R7 t+k+1) “3\# (t+K+1)°
14 14
En faisant tendre K vers +oo :
1 +o0o 1 <i
Tt k) (t+k+1)7 T 3t
t 3
3(-1—14)

1
Avec a), en multipliant par 3°

Encadrement de . La fonction ¢ : z > ¥(x) — Inx est de classe C* sur ]0, +oo] (T est

C° et strictement positive), de dérivée ’(z) — —. Pour y > ¢ > 0, en intégrant
x

1
I'encadrement de ¢’(z) — — sur [t,y] (croissance de l'intégrale) :
x
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Y

1 1 1Y
et [—2— == 2] .Quand y — 400, ¢(y) — 0 par 11), et les crochets évalués en y
x g || -

tendent vers 0. On obtient :

1+ 1 <) 1+ 1
2% 1., = "V =9t 192
12(t + —)2
(+14)
1 1 1
soit Int———— <y@t)<Int——— ————.
2 = = 1
2t 12t o 12(t+ﬁ)2

Equivalents. Par 2) b) et I'encadrement de ¢y, E(InX,) = (t) =Int+ O (%) , donc

1 1
% —1: E(lnXt) ~ Int. Et V(lnXt) — ¢/(t) — ; +O (F),dOHC twl(t) -

1

Conclusion

1
les deux encadrements sont établis, E(In X,) ~ Intet V(lnX,) ~ = quand ¢t —
+00.

/

c) Calcul de l'intégrale. Sur |0, +o00[, InT" est dérivable de dérivée 1% =1,

i 1 oioan 1
x = zlnx —x apour dérivée Inx et x éln:v a pour dérivée —. Donc
x
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1
= Inl(z) —zlnz+x+ 3 Inz =In est une primitive de I'intégrande,

continue sur [¢, y]. Ainsi :

! 1 L'(y) L)
/t <¢(w)—lnx+%> dr =1In 1 —In t_l
y 2e t 2et
Existence de la limite. Par b), pour z > 0 :
1 1 1
——— < Y(r) —Inzr + — < ——=— < 0. La fonction
122 2z T,

12(w + ﬁ)

Y 1
F:ym— / <w(x) —Inz + 2—) dx est donc décroissante sur [¢, +00[ et minorée par
A x
dz

12t
quand y — +o00, donc aussi

y
1
_ / oo > ———. Par le théoréme de la limite monotone, F'(y) admet une limite finie
) 3

T T
In (1y) =F(y) +In ft)
o — ti_
yy 2e7Y t 2et
Conclusion
l'intégrale vaut
['(y) ['(t)
In i —1In 1 ,
— — t__
y 2 t 2et
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et
I
0= lim In ()
Yy—+00 1
y 2ey
existe.

I'(x)

d) Posons L(x)= — — pourz > 0; par c) et continuité de I'exponentielle,

o
x 27"

L(z) — ¢ > 0 quand z — +00. On remplace chaque valeur de T dans 14) e) (avec

r=ux):
1 S
T—= 1 1 1 —r—=
[(z) = L(z)x 2e77, F<x+—>:L<x+—> <x+—> e 2,
2 2 2
) 1
T(2z) = L(22)(2z) 2e2
1
La formule 22*71T(x)[(x + 5) = /7 [(2z) devient :
| X 1 1
22=-1L(z)L <x—l— 5) z (x 5) e 2=ymL(2z)2 T2y 22
1
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1

1 1 1\" =
Quand z — +o00: xln<1+—>~x-—:—,donc <1+—> —e2; L(x),
2x 2 2z

2z

1
L(z+ 5), L(2x) tendent vers e’. Par passage a la limite :

e?? = 2me?, dot e = 21 (car e + 0).

Enfin L(z) = @) — 1.
x_l V2
Vorx 2e7%
Conclusion
1

trée).

e’ =2ret T'(z) ~V2r r 2e® quand z — +oo (formule de Stirling, ici démon-

Relevé des adaptations

e Partie I, préambule : I'hypothese «pour tout réel o > 0, X, est indépendante de

chacune des variables aléatoires de la suite (Y},) » (avec des Y}, indépendantes) est

remplacée par la mutuelle indépendance de toute famille finie

Xysoy Xy, Y, ., Y d'indices «; distincts. Justification : une indépendance deux
1 q

a deux ne suffit pas pour obtenir 'indépendance de X, et S,,, (7) b)), ni celle de
X, avec (X,,Y1,...,Y,) (8)b),9) d)) ou des variables utilisées en 14) c).

e Résultats admis avant la question 8 : ajout du résultat «si A, ..., A, sont

mutuellement indépendantes, si By, ..., B, le sont, et si A, et B; ont méme loi pour

tout 7, alors

et
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ont méme loi». Justification : il est utilisé implicitement par I'énoncé original en 8) b), 9)

d) et 14) c) et ne figure pas en ces termes au programme.

e 8) a) :le résultat admis «les variables R, ;, (k > 1) sont indépendantes » est remplacé
par «pour toutn, R, ;, ..., R, ,, et X; + S, sont mutuellement indépendantes ».
Justification : c’est la forme nécessaire en 8) b) ; ce résultat est vrai et sa
démonstration demanderait des arguments d’indépendance sur des n-uplets hors

programme.

e 4):lavariable N fixe est remplacée par une suite (/V,,) de variables de méme loi que
N ; la seconde partie de b) (limite en probabilité de (N + u) + V,,) est remplacée par
un encadrement de P([N,, + u + V,, < z]), et le résultat admis «la convergence en
probabilité entraine la convergence en loi» est supprimé de c). Justification : en 14)
c), la variable jouant le role de NV dépend de n, de sorte que I'énoncé original ne
s’appliquait pas; I'encadrement par les fonctions de répartition fournit une preuve

conforme, sans recours a un argument de type Slutsky.

e 13) : code adapté en Python (fonction random de Pascal remplacée par
np.random.random(), fonctions X, g, m réécrites en Python, parameétre lambda

renommé lam). Justification : seul le langage Python est au programme.
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