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Toutes les variables aléatoires qui interviennent dans ce probleme sont supposées
définies sur le méme espace probabilisé (€2, A, P). Sous réserve d’existence, on note
E(X) et V(X) respectivement 1'espérance et la variance d’une variable aléatoire réelle X
quelconque. Pour toute variable aléatoire réelle X admettant une densité sur R, notée
fx, onnote Dy 'ensemble des réels s pour lesquels la variable aléatoire e** admet une

espérance, et on note @ y la fonction définie sur Dy par: ® y(s) = E(es¥).

On admet les résultats suivants :

e sin est un entier naturel non nul, et X;, X,, ..., X,, des variables aléatoires réelles
quelconques, mutuellement indépendantes, alors, pour tout entier p de [1,n — 1] et

pour toutes fonctions réelles continues ¢, et ¢, les variables aléatoires

01(X1, -, X)) et 9o(X, 41, -, X,,) sont indépendantes;

e si X et Y sont des variables aléatoires indépendantes admettant une espérance, alors
XY admet une espérance, et E(XY) = E(X)E(Y).

La fonction exponentielle est également notée exp. On rappelle que :
+o00 2
/ exp (%) dx = v2m.

Dans tout le probleme, U désigne une variable aléatoire qui suit la loi normale centrée

réduite.
Préliminaire

+00
On rappelle que, pour tout sde Dy, ona: Px(s) = / exp(sx)fx(x)dx.

1. Soit a un réel non nul et b un réel quelconque.

+o0o
a) Montrer que l'intégrale / exp(—ax?) dz est convergente si et seulement si a > 0,
—00

T
et vaut alors \/j .
a

+o0
b) En déduire que l'intégrale / exp(—ax? + bz) dz est convergente si et seulement
—o0
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si a > 0, puis montrer que dans ces conditions, on a:
+00 po= b2
2
exp(— br)dr = /—exp | — .
/_OO plmas” +be)de \/; P<4a>

2. a) Déterminer 2;;; pour tout s de Dy;, calculer ®(s).

b) Onpose: Z = U2 Etablir que: 2, =

1
—00, 5 [ ; montrer, a I’aide du théoreme de

transfert, que pour tout réel s de 2, ona: ®,(s) = (1 —2s)71/2,

3. Soit X une variable aléatoire réelle a densité, et soit 1 et 5 deux réels quelconques.

a) Montrer qu'un réel s appartienta 2, . ; si et seulement si uus appartienta Dy, et

que dans ce cas,ona: @, v 5(s) = exp(Bs) ®x(us).

b) On suppose que X suit une loi v de parametre v, ot v est un réel strictement positif.

Montrer que : Dy =| — o0, 1[; pour tout s de D y, établir la formule :  y(s) = (1 —s)".

De méme, déterminer D,y ; pour tout s de D, , calculer ®,(s).

Partie I. Loi du x? centré

Soit r un entier supérieur ou égal a 1. On considére une variable aléatoire X, suivant la

r
loi I de parameétres (2, 5), c’est-a-dire que X, posséde une densité fy donnée par:

r
1 51 B\ .
fx (x) = ——2x2 exp (—5) siz>0,etfx (r)=0siz <0.

" a T
e (D)
2
On dit que X, suit une loi du x? («chi deux») centré a r degrés de liberté, et on note :
X, <= x3(r).

1. Etudier les variations de fx et tracer sa courbe représentative dans un repere

orthogonal du plan.
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X
2. a) Montrer que la variable aléatoire 77" suit une loi v de parameétre g En déduire
E(X,)etV(X,).

b) Déterminer D ; pour tout s de D , calculer @y (s).

3. Soit n un entier de N*. On considére n variables aléatoires indépendantes

U,,U,,...,U, de méme loi que U. Pour tout i de [1, n], on pose : Z;, = U?.
a) Vérifier que X, et U? sont de méme loi.

b) On pose:

W, =Y Z,.

n
=1

Quelle est la loi de probabilité de W, ?

c¢) Déterminer Dy, , et pour tout s de Dy, , exprimer @y, (s) en fonction de s et de n.

Etablir une relation entre Dy, (s) et @y (s), Pz (5),..., Py ().

4. Soit T une variable aléatoire qui suit la loi normale centrée, de variance o2 inconnue,
o étant un réel strictement positif. Pour n entier supérieur ou égal a 2, on dispose
d’un n-échantillon indépendant, identiquement distribué (i.i.d.), T}, 715, ..., T,, de la

loi de T'. On considere la variable aléatoire S,, définie par :

a) Montrer que S,, est un estimateur sans biais et convergent du parametre o2.

b) Soit o un réel vérifiant : 0 < a < 1, et soit &, le réel strictement positif tel que :

P([W,, > k,]) =1 — o Montrer que l'intervalle }O, nkS”] est un intervalle de

e
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confiance de o2 au risque a.

Partie II. Loi du x? décentré

On considere une suite (M), de variables aléatoires définies sur un espace probabilisé
(2, A, P), mutuellement indépendantes, telles que pour tout j de N*, M suive la loi

normale d’espérance m; (m; € R) et de variance égale a 1.

Pour n entier de N*, on pose :

et

On dit que Y,, suit une loi du x? décentré a n degrés de liberté, de parametre de

décentrage ), et onnote : Y,, = x%(n, \,,).

1. Dans cette question uniquement, on suppose que l'entier n est égal a 1.

a) Montrer les deux égalités suivantes : E(U3) = 0 et E(U?) = 3.

b) En déduire, en fonction de \,, les valeurs respectives de E(Y;) et de V (Y7).

1
¢) Montrer que: 2, = ] —00, 5 [ et établir, pour tout réel s de Dy, , la formule

suivante :

By (5) = (1—25) 12 x exp (18_—A123>
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2. Soit n un entier de N*.
a) Calculer E(Y,,) et V(Y,,) en fonction de n et \,,.

1
b) Onadmetquelona: Dy, = ] —00,5 [ Pour tout s de Dy , exprimer ®y (s) en

fonctionde s, n et \,,.

Partie III. Nombre aléatoire de degrés de liberté

Sur un espace probabilisé (£2, .4, P), on considére une variable aléatoire X a valeurs
dans R admettant une espérance £(X), et une variable aléatoire K a valeurs dans N. On
note Ny 1’ensemble des entiers naturels £ vérifiant P([K = k]) > 0, et on suppose que
pour tout entier k£ de Ny, la variable aléatoire X admet une espérance pour la

probabilité conditionnelle P, notée E(X /K = k).

On admet alors 1’égalité suivante :

(x) B(X)= ) E(X/K=k) P(K = k)
KEN

Soit g l'application définie sur N par: g(k) = E(X/K = k) si k € Ng, et g(k) = 0 sinon.

1. Vérification de la formule (x) sur un exemple.

Soit (.J;);~; une suite de variables aléatoires définies sur (2, .4, P), indépendantes et de
méme loi uniforme sur l'intervalle [0, 1]. Pour tout k£ de N*, on pose : X;, =sup, _._, (J;);
autrement dit, pour tout w de Q, X} (w) = max; ;. J;(w). Soit K une variable aléatoire
définie sur (2, A, P) qui suit la loi uniforme discrete sur [1,n] (n € N*). On suppose

que K est indépendante des variables aléatoires de la suite (.J;);-.

Pour tout w de {2, on pose : X (w) = max; ;< x(,) J;(w), et on admet que X est une

variable aléatoire définie sur ({2, A, P).
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a) Etablir, pour tout entier k de [1,n] et pour tout réel z, la relation :
Be_y([X < 1)) = P([X;, < ).

b) Déterminer la fonction de répartition F'y de la variable aléatoire X.

c) En déduire que X est une variable aléatoire a densité, qui admet une espérance E(X)

que l'on exprimera en fonction de

n

i
Lokt

d) Vérifier 'égalité (x) : E(X) = E(g(K)).

2. Soit (U;);~; une suite de variables aléatoires indépendantes qui suivent la loi normale
centrée réduite. Soit K une variable aléatoire indépendante des variables aléatoires

de la suite (U;),~, qui suit la loi de Poisson de parameétre 5 strictement positif.

Pour n entier de N*, on pose : H,, = U{ + U3 + -+ 4+ U2, ;. On admet que H,, est une

1
variable aléatoire a densité a valeurs positives, et que Dy = ] —00,5 [

1
Soit s un réel de ] —00, 5 [

a) Montrer que pour tout k£ de N, la loi conditionnelle de H,, sachant [K = k] est la loi

de la variable aléatoire W,, ,,, définie dans la question 1.3.b.

b) Enposant: X = esfn  déterminer, pour tout entier k£ de N, 'expression de g(k) en

fonction de k.

¢) Etablir la formule suivante :

B(g(K) = (1— 2612 x exp (125 )
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d) On admet le résultat suivant : pour tout entier n > 1 et tout réel A > 0, si une

1 1
variable aléatoire H a densité vérifie } —00, 3 [ C Dy et, pour tout réel s < o

A
®y(s) = (1—25)"2exp (1_—828>, alors H suit la loi x?(n, \), c’est-a-dire que H a

méme loi que Y, pour tout choix des réels m, ..., m,, tels que \,, = .

En utilisant I'égalité (x), admise au début de cette partie, avec X = e*Hn, déterminer la
loide H,.

e) A Tl’aide de la question II.2.a, montrer que pour tout entier n supérieur ou égal a 3,

ona:

(3;) = (=arar)

Partie IV. Estimateur de James-Stein

Soit p un entier supérieur ou égal a 3. On suppose qu'un modele aléatoire défini sur
(9, A, P) comporte p parametres réels inconnus 6, ..., §, non tous nuls. Un échantillon

d’observations statistiques permet d’exhiber des estimateurs 6, ..., 6, sans biais des

parametres 6, ..., 0, respectivement. On suppose que les variables aléatoires 0, ..., 0,

sont indépendantes et suivent une loi normale de variance égale a 1.

~

On pose: 0 = (6y,...,0,), 0= (6,, s 0,),

<
Il
—_

et

Sk
e
Il
INgE
D
SN

<
I
it

On dit que le vecteur aléatoire 6 est un estimateur sans biais du parametre vectoriel , et
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~

E(0) est alors le vecteur 6.

On définit le risque quadratique scalaire d'un estimateur 6* de 6, noté R(6*, ), par :
p
R(6*,0) = E (Z(&; — 9j)2>
=1

Dans cette partie, on cherche un estimateur 6* de 6, représenté par un vecteur aléatoire

(07, ...,05), dont le risque R(6",0) est strictement inférieur a R(6,0).

1. Justifier que la variable aléatoire B, suit la loi x*(p, b, ), et qu’elle constitue un

estimateur biaisé de bp.

C ~
2. Onpose: 0 = (1 — B_> X @, ot ¢ est un parametre réel strictement positif. Soit K
p

b
une variable aléatoire qui suit la loi de Poisson de parametre gp.

a) En admettant que l'on a:

établir 1’égalité suivante :

R(6°,6) — R(6,60) = (¢ —2c(p—2)) x B (ﬁ)

b) Montrer que 'inégalité : R(6*,0) < R(0,0), est vérifiée si et seulement si :
0 < ¢ < 2(p — 2). Déterminer en fonction de p la valeur de ¢ pour laquelle

R(0*,0) — R(6, 0) est minimale. Comment s’écrit alors l'estimateur 6*?
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