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Corrigé

Rappels et conventions utilisés dans tout le corrigé.

Onnote f;;:z e~*"/2 la densité de U et Fy; sa fonction de répartition. « A ~ B»

T
signifie que les variables A et B ont méme loi; deux variables de méme loi ont méme
espérance, méme variance, méme ensemble 2D et méme fonction ®, car ces quantités ne

dépendent que de la loi.
Théoreme de transfert pour une variable X de densité fy : pour une fonction h continue
(sauf éventuellement en un nombre fini de points), (X ) admet une espérance si et

+00 +00
seulement si / |h(z)|fx(x) dx converge, et alors E(h(X)) = / h(x)fx(x)dzx.
Lorsque h > 0, convergence et convergence absolue coincident.

v—1_—x
I'(v)
400
I'(v) = / t"le7tdt, T'(v + 1) = vI'(v); espérance et variance égales a v. Si Y] et Y,
0

Loi~y(v) (v > 0) : densité z sur )0, +o00[, nulle ailleurs, avec

sont indépendantes de lois (v, ) et v(v,), alors Y; + Y, suit la loi v(v; + v5).

Transformation affine : si Y a une densité f et si ¢ > 0, alors cY” a pour densité

C

Lemme des coalitions : des variables construites a partir de paquets disjoints de
variables mutuellement indépendantes sont mutuellement indépendantes (le premier

résultat admis de I'énoncé en est un cas particulier).

Produit de n facteurs. Si Vi, ..., V,, sont mutuellement indépendantes et admettent une
espérance, alors V] --- V,, admet une espérance égale a E(V))--- E(V,,). Cela résulte, par
récurrence sur n, du second résultat admis, puisque V; --- V), et V,., ; sont indépendantes

par le lemme des coalitions.

Préliminaire

1. a) On étudie séparément le cas a < 0 (divergence grossiére) et le cas a > 0

changement de variable affine ramenant a I'intégrale rappelée).
g g PP

Cas a < 0. Pour tout réel z, —ax? > 0, donc exp(—ax?) > 1. Pour B > 0,
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B
/ exp(—az?) dz > B — +o0, donc l'intégrale diverge.
0

Cas a > 0. Soit B > 0. Le changement de variable affine = = —Y_ donne

V2a
B 1 BvV2a y2
/ exp(—az?) dzx = T / exp (—3) dy. La fonction intégrée étant paire et
-B 2a J_By2a

positive, et I'intégrale rappelée étant convergente, on obtient en faisant tendre B vers

+0o0
+oo (séparément sur [0, B] et [—B,0]) que / exp(—ax?) dx converge et vaut

V2 T
V2a a’
Conclusion

+o0
poura # 0, / exp(—ax?) dx converge si et seulement si a > 0, et vaut alors \/E .
a
—00

b) On met —az? + bz sous forme canonique et on se raméne a a) par une translation.
2 b2

b
Comme a # 0, pour toutréel z:  —az? + br = —a (CL‘ — 2—) + 1 donc :
a a

b2 b\?
exp(—az? + bz) = exp (E) exp | —a (a: — %>

b
Le changement de variable affine y =z — %a transforme, sur tout segment, l'intégrale
a

2
de = — exp (—a (x = %) ) en celle de y — exp(—ay?); les deux intégrales sur R sont

2

donc de méme nature et égales en cas de convergence. Le facteur exp <4—> étant une
a

constante non nulle, a) donne le résultat.
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Conclusion

+00
/ exp(—az? + bx)dz converge si et seulement si a > 0, et vaut alors
—OQ

T ex s

a P\ 1)

2. a) On applique le théoreme de transfert a h : = — e*?, positive et continue, puis 1. b).

Soit s € R. eV admet une espérance si et seulement si

+oo
sx 1
e

2 I A 1
——e ¥ /2dx = —/ ex (——mz T sx) dx
L ss V2T V2or J o Pl™3
o 1 L
converge. D’apres 1.b) avec a = 3 > 0 et b = s, cette intégrale converge et vaut

\/LQ_W\/%exp (?)

Conclusion

Dy = R et, pour tout réel s, B, (s) = /2.

b) On applique le théoréme de transfert a U et a la fonction positive et continue

2
h:xi e .
. 2 2 . s 17 %
Soit s € R. €57 = e*U” admet une espérance si et seulement si l'intégrale

I A 1
\/_2_7r/ exp (— (5 — s) x2) dxz converge.

1
Si s = _,la fonction intégrée est la constante > 0 et l'intégrale diverge. Si

5~
= 3

1 1
s # o leréel a= S s estnon nul et, d’apres 1. a), I'intégrale converge si et seulement

1 1
si ——5>0,cest-a-dire s < 5; elle vaut alors :

2
1 T 1 27
— = (1—2s)"1/2
V2r 1—3 VorV1—2s ( )
2
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Conclusion

1 1
Q)Z — ]—oo, §[e’c, pour tout s < 5, @Z(S) = (1 - 23)_1/2'

3. a) On factorise e*“X*+# par la constante e”*.

Pour tout réel s, e*(HX+8) = s ¢(h9)X o1 5% est une constante strictement positive. Par
linéarité de 1’'espérance (utilisée dans les deux sens, en multipliant par ePs ou par e‘ﬁs),
es(nX+5) admet une espérance si et seulement si e#*)X en admet une, c’est-a-dire si et
seulement si us € Dy, etdans ce cas E (e5X+A)) = efsE (e*)X) (Sip = 0, la variable
11X + f3 est constante; 'ensemble 2 des s tels que e*’ admet une espérance est R, et

0 € Dy avec P (0) = 1: le résultat reste vrai.)

Conclusion

s€D,xp = us € Dy, etalors @,y 5(s) = exp(Bs) @x(us).

b) On applique le théoréme de transfert avec la densité de la loi v(v), puis 3. a) pour 2.X.

Soit s € R. La fonction x = e** étant positive, s € D y si et seulement si

IR

I(s) = —/ v~ te=(178)% dg converge.
F(”) 0

Sis>1:pourz>1,e 1752 >1etax’ ' >a2 ' (carv—1>—1letx >1),donc

dx

T

1 +o0
gvle=(1-9)= > - > 0. L'intégrale de Riemann / diverge, donc I(s) diverge par
1

comparaison de fonctions positives.

Sis < 1:1le changement de variable affine t = (1 — s)z, avec 1 — s > 0, donne, sur tout

segment [, B| puis par passage a la limite, que I(s) converge, avec :

Is)= F(ly) /O+°° (1 i S>H e 16?3 = (11:(3_V /()+0o trlettdt = (1—s)™

Pour 2X : d’apres 3. a) avec p =2et 3 =0, s € D,y siet seulementsi2s € Dy,
c’est-a-dire 2s < 1, et alors @,y (s) = P (2s) = (1 —2s)77".
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Conclusion

Dy =] — 00,1 et By(s) = (1— 8); Dyy = ]—oo, % [ et @, (5) = (1— 25).

Partie I. Loi du y? centré

1. On étudie la fonction fx sur | — oo, 0] et sur |0, +oo[, puis on décrit sa courbe.

1
Expression. Pour r = 4,2"/2 = 4etT(2) = 1-T'(1) = 1. Donc fx, (@) = Zme_w/z siz >0,
et fx,(z) =0siz <0.Notons f = fy, .

Continuité et comportement en 0. Sur | — 00, 0], f est nulle. Quand z — 07,

f(z) = 0= f(0) : f est continue sur R. De plus M = ie‘“ﬂ — i quand

1
xz — 07 : la courbe admet en I'origine une demi-tangente a droite de pente 7 et une

demi-tangente a gauche horizontale; f n’est pas dérivable en 0.

Variations sur |0, +ool. f y est de classe C? et :

) = i (1 a g) 2, f(w) = }1 (% — 1) e=/2

[/ estdu signe de 2 — z : f est strictement croissante sur |0, 2], strictement décroissante

sur [2, +0o], et admet en 2 un maximum global f(2) = o & 0,184.

x/2

Limite en +o0. Par croissances comparées, ze~*/ — 0 : 1'axe des abscisses est asymptote

en +o0o, la courbe restant au-dessus.

Convexité. f” est du signe de x — 4 : f est concave sur |0, 4] et convexe sur [4, +oo[; le

oint (4, e~2), avec e 2 ~ 0,135, est un point d’inflexion.
P P

Tableau de valeurs (valeurs approchées) :
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x 1 2 4 6 8 10

f(zx) 0,152 0,184 0,135 0,075 0,037 0,017

Tracé. La courbe est confondue avec ’axe des abscisses sur | — oo, 0]; elle part de

2e
redescend, change de concavité en (4, e 2), puis décroit vers 0 en restant au-dessus de

1 1
l'origine avec la pente v monte de facon concave jusqu’au sommet (2, —) ,

l’axe des abscisses, asymptote en +oo.

Le code Python suivant (exécuté) trace cette courbe et affiche les valeurs du tableau. La
fonction np.linspace(a, b, N) renvoie NV points réguliérement espacés de a a b, et les

opérations sur le tableau x sont faites coefficient par coefficient.

Python
import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

x = np.linspace(0, 14, 500) # 500 points réguliérement espacés de 0 a 14

y = x *x np.exp(-x / 2) / 4 # £ {X_4}(x) pour x >= 0 (calcul coefficient par coe
fficient)

plt.plot(x, y) # partie x >= 0 de la courbe

plt.plot([-2, 0], [0, 01) # partie x <= 0 : la densité y est nulle

plt.plot([2, 2], [0, np.exp(-1) / 2], '--') # abscisse du maximum

plt.plot([4], [np.exp(-2)], 'o") # point d'inflexion

plt.show()

for t in [1, 2, 4, 6, 8, 10]:

print(t, round(t * np.exp(-t / 2) / 4, 4))

Sortie obtenue : 0,1516; 0,1839; 0,1353; 0,0747; 0,0366; 0,0168, en accord avec 1’étude.
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Conclusion

fx, estnulle sur ]—oo0, 0], croissante sur [0, 2], décroissante sur [2, +oc[, de maximum

1
— en 2, avec un point d’inflexion en 4 et ’axe des abscisses pour asymptote en +occ.
€

X
2. a) On calcule une densité de 77“ par la formule de transformation affine.

D’apres le rappel avec ¢ = %, % apourdensité g : y = 2fx (2y). Poury <0,
g(y) =0; poury >0:
. roor r
O S R ML LA
22T (g) 2 ! (5) g (5)

) . Celle-ci admet une espérance et une variance

N3

On reconnait la densité de la loi (
XT‘
2 4

N =3

égales a g Comme X, =2- E(X,)=2- g et V(X,)=4-

Conclusion

X, r
T o (3) B, =retV(X,)=12r

b) On applique le préliminaire 3. b) a la variable %, deloi « (g) , puisque

X
X, =22z,
2

Conclusion

1 1
Dy = ]—oo, 3 [ et, pour tout s < -, Oy (s)=(1—25)7"2%

3. a) On calcule une densité de U? a partir de sa fonction de répartition et on constate

qu’elle est proportionnelle a fx .
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Fonction de répartition de U2. Notons G(z) = P(U? < z). Pour x < 0, G(z) = 0. Pour
x>0,

par parité de f;.

G est continue sur R (en 0, 2F};(0) — 1 = 0) et de classe C'! sur R*, avec pour z > 0:

1 1
G'(z)=2 T) —= = ——a /2e%/2
1
Donc U? est a densité, de densité h nulle sur | — 0o, 0] et égale 8 ——a~'/2¢%/2 sur
V2
10, +o0].
1
Comparaison avec fy . Pourz >0, fx (z)= g x~12e7®/2 donc h = Cfx sur
23]
R avec
1
ver (5)
C=—"——""=>0
2us
+00 +00
Comme h et fy sontdeux densités, 1= / h=C fx, =C.Donch= fx

(et, au passage, I’ (%) = /7).

Conclusion

X, et U? ont la méme densité, donc la méme loi : U? < x?(1).

b) On se raméne a des lois 7 et on utilise leur stabilité par somme indépendante.

Z. X 1
Pour touti, U, ~ U,donc Z, = U2 ~ U? ~ X, d’aprés a), puis — ~ =L s~ (=
7 % i 1 p |Y 2 D) Y 2
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A Z
71, . 7" sont mutuellement indépendantes (lemme des
coalitions : chacune est fonction continue d’une seule U;).

d’apres 2. a). Les variables

Ty A oo I 7,
2

Zi+et 2, Z
1t 5 T %k o "72“ sont indépendantes

k
Montrons par récurrence sur k € [1,n] que 0 <§> C’est vrai pour

k =1.5ic’est vrai au rang k < n, alors

k 1
(coalitions) et suivent les lois ~y <§> et v <§> ; par stabilité, leur somme suit la loi
<k +1 >
Y 5 .

|44 X
Ainsi T” <y <g) D’apres 2. a), 7" suit la méme loi; en multipliant par 2, W,, ~ X,.

Conclusion

W,, suit la loi x%(n) du x? centré a n degrés de liberté.

1
c) D’aprésb), W,, ~ X,,, donc, avec 2.b), Dy, = }—oo, 5 [ et Oy, (s) = (1— 25) /2

1
pour s < 5 Il reste a relier ¢y, aux @, .

Méthode 1 — Comparaison des expressions. Chaque Z; alaloi de Z = U?, donc,
1
d’apres le préliminaire 2. b), D, = ]—oo, 5 [ et ®, (s) = (1—2s)" /% Pour tout
1

8L =,
2
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sz,

Les variables e5%i = U

¢ sont mutuellement indépendantes (coalitions) et admettent
une espérance égale a ¢, (s). D’apres le rappel sur les produits, e*"n admet une

espérance et

1
Cette méthode redonne aussi Dy, sans utiliser la loi de W, : pour s> 5y comme les

sW.

Z,; sont positives, 0 < e*Z1 < W, et e*Z1 n’admet pas d’espérance, donc ¢*"V» non

plus (par domination, sinon e*?1 en admettrait une).

La premiere méthode s’appuie sur la loi de IV,, obtenue en b) ; la seconde est la
propriété générale «la fonction ® d"une somme de variables indépendantes est le

produit des fonctions ® », valable méme lorsqu’on ne connait pas la loi de la somme.

Conclusion

Dy :]—oo,%[, Dy (5) = (1-25) /2 et Dy (5) = By (5)0, (5)- D (s) pour

2
4. a) On calcule I'espérance et la variance de S,, a I'aide de la loi de (;) .

2

T T
Comme T < N(0,02), o~ U,donc — ~U? ~ X, d’apreés 3. a). D’apres 2. a),
g

o? o2

T? T?
E (—) =let V ( ) = 2, Cest-a-dire E(T?) = o2 et V(T?) = 20*. Il en est de

méme pour chaque T7.

Sans biais. Par linéarité,
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Donc S,, est un estimateur sans biais de 2.

Convergence.

Méthode 1 — Condition suffisante par I’espérance et la variance. Les 77 sont

mutuellement indépendantes (coalitions), donc

1 & 204
=1

Un estimateur dont I’espérance tend vers le parametre (ici, elle lui est égale) et dont

la variance tend vers 0 est convergent.

Méthode 2 — Loi faible des grands nombres. Les variables T7, ..., T2, ... sont
indépendantes, de méme loi, et admettent une variance. D’apres la loi faible des
grands nombres, leur moyenne empirique S,, converge en probabilité vers leur

espérance commune o°.

La premiere méthode donne en plus une majoration explicite, via Bienaymé-Tchebycheyv,
204

de P(|S,, —o?| > ¢) par —5; la seconde est immédiate deés que 1'on reconnait une
ne

moyenne empirique de variables i.i.d.

Conclusion

S,, est un estimateur sans biais et convergent de o2.

nsS,,
k

[

b) On montre que P <a2 € }O, ] ) =1— aen se ramenant a la loi de W,,.
ns,,
kO[
et o, pas de 0. Comme 0% > Oetk, > 0:

Les bornes 0 et ne dépendent que de I’échantillon et de k,, qui ne dépend que de n
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T.
avec V; = —. Les V, sont mutuellement indépendantes (coalitions) et suivent la loi
o

normale centrée réduite (transformation affine d’une gaussienne). La question 3. b), qui

s’applique a toute famille de n variables indépendantes de loi NV (0, 1), montre que

Donc :

Remarque : k,, existe et est unique, car z = P(W,, > z) = 1 — Fy, (z) est continue,
strictement décroissante sur |0, +oo| (la densité de W, y est strictement positive), de

limites 1 en 0 et 0 en 400 : le théoréme de la bijection s’applique.

Conclusion

nsS . . . . .
} 0, k—"] est un intervalle de confiance de ¢? au niveau de confiance 1 — «, c’est-a-
(67

dire au risque «.
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Partie II. Loi du y? décentré

1. a) On justifie l’existence des moments de U, puis on calcule F(U?) par imparité et
E(U*) de deux facons.

Existence. Pour tout entier k, 22 - |z|* f;;(x) — 0 quand |z| — +o0 (croissances

comparées), donc |z|*f(z) = o (—2) en 400 ; par comparaison avec une intégrale de
x

+o00
Riemann convergente et par continuité sur tout segment, / |z|* fi;(x) dz converge, et
—0o0

U* admet une espérance (transfert).

+00
E(U?). Lintégrale / z3 fy;(x) dx converge et la fonction intégrée est impaire, donc
—00

B
/ 23 fi;(z) dx = 0 pour tout B > 0, puis E(U3) = 0 par passage a la limite.
-B

E(UY).

Méthode 1 — Intégration par parties sur un segment. Soit B > 0. Avec
fi(x) = —zfy;(x), on intégre par parties sur [—B, B] en dérivant = - 2° et en intégrant

r — xfy;(z) (de primitive — f;;), fonctions de classe C' :

B B B

| stto@ e = =05p @)y +3 [ ahy@)de=—287y(B)+3 [ #fy(w)ds
_B B B

Quand B — +o00, B3 f;;(B) — 0 (croissances comparées) et
B

/ 22f,(z) dx — E(U?) = V(U) + E(U)? = 1. Donc E(U*) = 3.
-B

Méthode 2 — Utilisation de la loi de U?. D’apreés 1.3. a), U? ~ X, et d’apres 1.2. a),
E(X,) =1etV(X,) = 2. Par la formule de Koenig-Huygens,
EUY=E(U**)=VU)+EU?*)?=2+1=3.
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La premiére méthode est autonome et se généralise a tous les moments pairs

(E(U?*2) = (2k + 1)E(U?%)); 1a seconde réinvestit la partie 1.

Conclusion

E(U?) =0et E(U%) = 3.

b) On écrit M; = m; + U’ avec U’ normale centrée réduite et on développe.

Posons U’ = M, —m, et m = m,, de sorte que \; = m?. Comme M; < N (m, 1),
U < N(0,1),donc U’ ~ U et,d’aprésa), E(U') =0, E(U'?) =1, E(U®) =0,
E(U'*) = 3. Toutes les variables considérées sont des polyndmes en U’ de degré au plus

4, donc admettent une espérance.

EY,))=E((m+U)?) =m?>+2mEU’)+ E(U?) =1+ m?

EY2)=E((m+U)) =m*+4m3E(U’) + 6m*E(U"?) + 4mE(U"3) + E(U"*) = m*

+6m2+3

Par Koenig-Huygens, V (V) = m* + 6m? + 3 — (1 + m?)? = 4m? + 2.

Conclusion

¢) On applique le théoréme de transfert 3 M, eta h : z — 5%, positive et continue, puis

le préliminaire 1. b).

1 _ 2
M, apour densité = - ——exp (—M> . Pour tout réel s,

Vor 2
5 (z—m)

2 1 m2
8% — g = (5 — s) z? + mz — - donc s € Dy si et seulement si l'intégrale
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67m2/2 +oo 1
NG / exp (— <§—s> m2+mx> dx

converge.

1
Si s= 5 la fonction intégrée est x - €%, qui vaut 1 si m = 0 et tend vers +oo en +o0o
1
ouen —oo sim # 0:l'intégrale diverge. Si s # 5 le préliminaire 1. b) avec

1 1
a=5—s # 0 et b = m montre que l'intégrale converge si et seulementsi s < oY et vaut

2

1 2m m D Do 1 1
alors _2sexp m . bonc yl—:|—OO,§|:et,p0u1' S<§.

m? 2 m? 2s
éyxs):(1__2$_U2®q)(5ﬁf?i5__75>::(1_2Sydmexp(_§"1—2s)

car L _ %
1-2s = 1-2s
Conclusion
1 1 A
Dy, = }—oo, 5[et, pour tout s < o, Dy, (s) = (1 —25)71/% x exp <1S_128>

2. a) On applique les résultats de 1. a chaque M}, puis la linéarité et I'additivité des

variances pour des variables indépendantes.

Les calculs de 1. b) n"utilisent que le fait que M; < N (m4,1); ils s’appliquent donc a
chaque M, : E(M?) =1+ m3 et V(M?) = 2 + 4m3. Par linéarité,

E(Y,) = (1+ m?) =n+A\,.
j=1

Les variables M2, ..., M2 sont mutuellement indépendantes (coalitions), donc la
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variance de leur somme est la somme de leurs variances :

V(Y,) =) (2+4m?) =2n+4),.

Conclusion

E(Y,)=n+\, et V(Y,) =2n+4\,.

b) On écrit e5¥» comme produit de variables indépendantes.

1
Soit s < E.Ona

n

2

esYn — H BSMj,
=1

otl les variables e*™J sont mutuellement indépendantes (coalitions) et admettent,
2
sms
d’apres 1. ¢) appliqué a M, une espérance égale a (1 — 2s)"*/Zexp (1 ; ) . D’apres
—2s

le rappel sur les produits :

n 2 n
_  9a)-1/2 ST — (1 _ 9c\—"1/2 s 2
Py (s) H(l 2s) exp (—1 — 23) (1—2s) exp (1 — s ij>

J=1

Conclusion

1
pourtout s< g, ®y (s)=(1—2s) " x exp (18:\T§s>
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Partie III. Nombre aléatoire de degrés de liberté

Convention. Pour k € Ny, I'espérance d"une variable pour la probabilité F_j ne
dépend que de la loi de cette variable sous P_j. En particulier, si, sous P;_j), une
variable H a la méme fonction de répartition qu'une variable a densité W (pour la
probabilité P), alors pour toute fonction h continue et positive, h(H ) admet une
espérance pour P ;_y si et seulement si (W) admet une espérance, et ces espérances

sont égales (théoreme de transfert appliqué a la densité commune).

1. a) On montre que, sur 'événement [K = k|, X coincide avec X, puis on utilise

I'indépendance de K et des J;.

On interprete I’hypothese « K est indépendante des variables de la suite (J;) » comme
I'indépendance mutuelle de K, J,, J,, .... Soit k € [1,n], de sorte que

1
P([K =k]) = > 0, et soit x réel. Siw € [K = k], alors X (w) = max; ;. J;(w) = X (w).

Donc :

X<az]n[K=k=[X,<z]n[K=FK= (ﬁ[J.gx])m[K:k]

Par indépendance mutuelle de K, J,, ..., J},

(la deuxieme égalité utilisant I'indépendance mutuelle des J;). En divisant par
P([K =k])>0:
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Conclusion

pour tout k € [1,n] et tout réel z, Py ([X < z]) = P([X), < 7).

b) On calcule la fonction de répartition de X, puis on applique la formule des

probabilités totales au systeme complet ([K = k]);j<,,-

Fonction de répartition de X . D’apres le calcul de a),

ou F; est la fonction de répartition de la loi uniforme sur [0, 1]. Donc F, (z) = 0 si
x<0,Fx () =a"si0<z<1etFy (z)=1siz>1.

Probabilités totales. Les événements [K = 1], ..., [ = n| forment un systéeme complet

d’événements de probabilités non nulles, donc, avec a) :

Conclusion

Fy(a) =

n
D"
k=1

si0<z<1etFy(x)=1sixz> 1.

¢) On vérifie que Fy est continue sur R et de classe C'! sauf en un nombre fini de points,

puis on calcule I’espérance avec une densité.
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F'y est polynomiale sur [0, 1] et constante sur | — 0o, 0[ et sur |1, +o00|. En 0,

enl,

HEC — 2008

Donc Fy est continue sur R et de classe C'! sur R\ {0, 1}. X est donc une variable a

densité, de densité f définie par

n

fule) = 23 katt
k=1

si0 <z < 1let fy(z)=0sinon.

La densité étant nulle hors de [0, 1] et la fonction x — z f(z) étant continue sur [0, 1], X

admet une espérance et :

1 n n 1 n
1 1 1 k
E(X)= -—Ekk—ld :_Ek kg :_E_
( ) /Own ! ! ni4 /Ox ! nk:1k+1

k=1

Conclusion

X est a densité et

d) On calcule g(k) grace a a), puis E(g(K)) par le théoréme de transfert discret.

Ici N = [1,n]. Soit k € Ny D’'apres a), sous Px_y, X ala fonction de répartition Fy ,
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qui est celle d’une variable a densité = + kz*~1 sur |0, 1[ (nulle ailleurs). D’apres la

convention, X admet une espérance pour Fx_ et:

1
— — — o k-1 = —
g(k)—E(X/K—k)—/O x - kx"tdx 1

Pour k ¢ Ny, g(k) = 0. La variable g(K') ne prend qu'un nombre fini de valeurs, donc

admet une espérance, et :

Conclusion

I'égalité (x), E(X) = E(g(K)), est vérifiée sur cet exemple.

2. a) Comme en 1. a), on remplace H,, par une somme d’un nombre fixé de carrés sur

I’événement [K = k], puis on utilise I'indépendance.

On interprete I’hypothese comme 'indépendance mutuelle de K, U, U,, .... Soit k € N :

A/2)*
P([K =k]) = e"\/z% > 0, donc Ny = N. Posons

n+2k

H® = 3" U2,
i=1

Sur [K = k], H,, = H®, donc, pour tout réel z :

[H,<z]N[K =kl =[H® <2]N[K = K]

Les variables K, U, ..., U, ,,;, sont mutuellement indépendantes; d’apres le premier
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résultat admis (avec les fonctions continues ¢, : t — t et

Po - (u17 "'aun+2k> = Zu?

), K et H*® sont indépendantes. Donc
P([H, <z]N[K =k]) = P([K = k]) P(([H® < 1]), c’est-a-dire
Pcy([H, < 2)) = P((H® < a]).

Enfin H® est la somme des carrés de n + 2k variables indépendantes de loi V (0, 1) :
d’aprés 13.b), H® ~ W, o < x%(n + 2k).

Conclusion

pour tout £ € N, la loi conditionnelle de H,, sachant [K = k] est celle de W, _ ;..

b) On applique la convention et 1.3. ¢) a W, 5.

Soit k € N. D’apres a), sous Py, H,, alaloide W, ,;, variable a densité. D’apres la

convention appliquée a h : t — e°¢, e*Hn admet une espérance pour Pg_psiet

n+2k

. 1 .
seulementsi se€ Dy, = |—o0, 1 ce qui est le cas, et

g(k) = Dy (s) = (1 —2s)"("2)/2 d’apres 1.3. ¢).

Conclusion

pour tout k € N, g(k) = (1 —2s)7/2(1 — 2s)7~.

c) On applique le théoreme de transfert a la variable discrete K et on reconnait une

série exponentielle.

La variable g(K) est positive; elle admet une espérance si et seulement si la série

> 9(k)P(K = k)

k

converge, et alors E(g(K)) est sa somme. Or :
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k
g(B)P(K = K)) = (1 — 25) /22 (—2<1 & 2s)>

terme général d"une série exponentielle convergente. Donc :

E(g(K)) = (1— 28)—71/267)\/2 exp (ﬁ) =(1- 23)*71/2 exp <% . 1 _1(15828))

Conclusion

B(g(K) = (1= 25) "% x exp (125,

1
d) On applique (x) a X = e*Hn pour tout s < 5 puis le résultat admis.

1 1
Vérification des hypotheéses de (x). Soit s < 5 Comme 2Dy = ]—oo, > [ (admis),
X = e*M» admet une espérance; pour tout k € N = N, X admet une espérance pour

Pg_y), d’apresb). L'égalité () et c) donnent :

By, (5) = B(e™) = 3 glk) P(IK = H) = Blg(K)) = (1~ 25) "2 exp (125
k=0

1
Application du résultat admis. H,, est a densité, ] —00,5 [ C Dy ,et®y alexpression

1
ci-dessus pour tout s < o Cette expression est celle de @y obtenue en IL.2. b) lorsque
Ap = A
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Conclusion

H,, suit la loi x*(n, \) du x? décentré a n degrés de liberté et de parametre de dé-
centrage \. Ainsi, une loi du x? décentré est un mélange, selon une loi de Poisson,

de lois du x? centrées.

1
e) On justifie 'existence de E (H_> par domination, on calcule les espérances

conditionnelles grace a a), puis on applique ().

1 1
Espérance de ~ pourr > 3. Par transfert, < (définie presque stirement, car

1 Too —
P(X, <0) =0) admet une espérance si et seulement si —-——— / 2 e ®?dg
277T(r/2) Jo

converge. Le changement de variable affine z = 2¢ donne

/ x2 et/ dy =22 / t2 e tdt =22 I‘(Z—l),
0 0 2

intégrale convergente car g —1>0.Avec T’ (g) = (f = 1) r (f = 1) :

1
Existence de F (F) pour n > 3. Posons H' = U? 4 --- + U2. Comme K >0, H,, > H'.

1 1
D’apreés 1.3.b), H < x*(n), donc P(H' <0)=0et P(H,, <0)=0: T et T sont

n

api " 1 1 1 ; ;
définies presque stirement, et 0 < T < T Comme d admet une espérance (égale

n

N

1 1 . . .
a 5 ), A admet une espérance par domination.
n —

n

Espérances conditionnelles. Soit k € N. D’apreés a), sous Py, H,, alaloide

1
W, o ~ X, 4o, avec n + 2k > 3. D’apres la convention appliquée a h : t — S sur

24 /29



?j Prépa Simple HEC — 2008

1
10, +00[ (les deux variables sont presque stirement strictement positives), I admet

n

Z 1 1
une espérance pour Py et g(k) = E (H_n/K - k) C n+2k—2

Application de (x) avec X = HL :

E(ﬂi):fmmwﬂ]FE(m)

1
la derniere égalité par le théoréeme de transfert discret (la variable 29K est bien
n JR—

définie, a valeurs dans |0, 1|, donc admet une espérance).
Conclusion

1 1
pour toutn > 3, FE (H—> =F (m)

n

Partie IV. Estimateur de James-Stein

1. On reconnait la situation de la partie II, puis on calcule E(B,,).

Chaque 0, suit une loi normale de variance 1 et, étant sans biais, a pour espérance 0, :

éj < N(0;,1). Les éj sont indépendantes. Ainsi

est la variable Yp de la partie II construite avec M ;= éj etm,; = Hj pourl <j<p(la

variable Y, ne fait intervenir que M, ..., M, ), et son parametre de décentrage est
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Donc B, < x*(p,b,). (D’aprés le résultat admis en IIL.2. d) et la formule de IL.2. b), cette
loi ne dépend que de p etde b,,.)

D’apresl.2.a), E(B,) = p+b,. Comme p > 3, E(B,) # b, : le biais vaut E(B,,) — b, = p.

Conclusion

B, < 2 (p, b,) et B, est un estimateur biaisé de b,,, de biais p.

2. a) On développe

> (85— 6%,

J

1
on prend l'espérance par linéarité, puis on utilise IIL.2. e) pour calculer E (—) .

Bp

Préliminaires. Comme B, > éf et P(6, = 0) = 0 (6, est a densité), B, > 0 presque

stirement : §* est défini presque stirement. Les 9j n’étant pas tous nuls, bp > 0, de sorte

b
que K suit une loi de Poisson de parameétre Ep > 0 et que la partie III s’applique avec
A=b,.

Développement. Pour tout j, 07 —6, = (0, —0;) — Bié , donc :
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et

p p p
. Z ~ 2c Z ~ c

J

Existence des espérances.

admet une espérance, égale a

c’est R(6,0). La variable

2K
p—24+2K
Enfin, d’apres I11.2. d) avecn. = p et A = b, H, < x*(p,b,), et B, = x*(p,b,) d’apreés 1. :

1 1
par le résultat admis en I11.2. d), B, ~ H,,, donc TR Comme p > 3, I1.2. )

p p

admet une espérance, égalea E ( ), par le résultat admis par I’énoncé.

1 1
montre que T donc B admet une espérance, avec E (—) =F <—>
b

) a B, — 242K

b
(cette espérance ne dépend que de la loi de Poisson de parametre 517 de K).
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Par linéarité,

1
admet une espérance et, en notant e, = F <W> :
p [E—

2K

* - ) - - 2
R(6*,0) — R(0,0) 2c+20E<p_2+2K>+c €y

9K p—2 2K

C _=1—— E(——)=1—(p—2)e,dou:

omme P21 2K P31 2K on a (p—2+2K> (p —2)e,, dou
R(6°,6) — R(6,0) = —2c + 2¢ — 2¢(p — 2)e, + c’e,

Conclusion

R(6",60) — R(8,6) = (2 — 2¢(p—2)) x E (ﬁ) |

b) On utilise que e, > 0, puis on étudie le trindme ¢ = ¢* — 2¢(p — 2).

1
Signe de ¢,,. La variable 913K est positive et vaut P sur [K = 0], de
o—bp/2
probabilité e >/ > 0; donc e, > p— > 0.

Equivalence. D’aprés a) et e, >0, R(0",0) < R(0,0) si et seulement si ¢2 — 2¢(p — 2) < 0,
c’est-a-dire ¢ (¢ — 2(p — 2)) < 0. Comme ¢ > 0, cela équivaut a ¢ < 2(p — 2). Cet intervalle

est non vide car p > 3.

Minimisation. Le facteur e, > 0 ne dépend pas de c. La fonction ¢ : ¢ =+ ¢* — 2¢(p — 2)
est dérivable sur |0, +00[, de dérivée 2(c — (p — 2)) : elle est décroissante sur |0, p — 2] et
croissante sur [p — 2, +00[, de minimum ¢(p — 2) = —(p — 2)%. La différence

R(6*,60) — R(6,6) est donc minimale pour ¢ = p — 2 et vaut alors —(p — 2)%e, < 0.
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Conclusion

R(6*,0) < R(6,0) si et seulement si 0 < ¢ < 2(p — 2); la différence des risques est
minimale pour ¢ = p—2, et 'estimateur correspondant (estimateur de James-Stein)

— 92\ -
est 0 = (1 _ 2 5 ) 0, c’est-a-dire

p

—2 |-
p 0

p J

D07

=1

pour 1 < j < p. Ainsi, des que p > 3, 'estimateur sans biais naturel fn’est pas celui

de plus petit risque R.

Relevé des adaptations

Préambule) Le premier résultat admis de l'original («si ® y et ®y- coincident sur un
intervalle ouvert non vide, alors X et Y ont la méme loi») est supprimé. Justification :
c’est un théoréme général d’identification des lois par la fonction ®, extérieur au
référentiel, alors qu'une conséquence particuliére suffit. Les questions 1.3. a) et 1.3. b),
dont I’énoncé est conservé, sont traitées sans lui (calcul de la densité de U?, stabilité des

lois  par somme indépendante).

III.2. d) Question adaptée au programme actuel : on admet a cet endroit la seule
conséquence nécessaire du résultat supprimé, a savoir qu'une variable a densité H telle
que ®p(s) = (1—2s)""2exp <1i—825> pour tout s < % suit la loi x2(n, \), c’est-a-dire
améme loi que Y,, pour tout choix des m; tel que A,, = A. Justification : ce résultat
particulier suffit pour II1.2. d) et pour IV.2. a) (égalité des lois de B, et H,)); il garantit

aussi que la notation x?(n, \,,) ne dépend que de n et de \,,.
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