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Corrigé

Rappel utilisé dans tout le corrigé (espérance conditionnelle).

Soit Y une variable aléatoire discrete admettant une espérance et C' un événement tel
P(Y =¢]nC)
P(C)

que P(C) > 0. Pour touty, Po([Y =y]) =

convergence absolue,

, dongc, sous réserve de

E(Y/C)= Z Y =y|NnC).

Y

La variable Y1, vaut y sur [Y = y] N C et 0 en dehors de C, donc

E(Y1,) = ZyP y|NO).

Ainsi :

E(Y1c) = P(C) E(Y/C)

En particulier, si Y ne prend qu’un nombre fini de valeurs, toutes ces espérances

existent. Plus généralement, pour toute fonction g,

E(g(Y)/C) = gly) Po([Y =y))

Y

(théoreme de transfert pour la probabilité P).
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Partie 1.

1) a) On décrit I'événement «1"urne i est vide» a l'aide des placements indépendants

des m boules.

Pour b € [1, m], notons B, 1'événement «la boule b n’est pas placée dans l'urne i». On a
1

P(B,) =1— — etles événements By, ..., B,, sont mutuellement indépendants
n

(placements indépendants). L'urne i est vide si et seulement si aucune boule n’y est

placée :

Conclusion

1 m
X, suit la loi de Bernoulli de parametre a,, = <1 — —) .
n

b) Méme méthode avec deux urnes, puis formule de Koenig-Huygens pour la

covariance.

Soit i # j. Les urnes i et j sont toutes deux vides si et seulement si chaque boule est
placée dans I'une des n — 2 autres urnes, ce qui, pour une boule donnée, a la probabilité

1 — —. Par indépendance des placements :
n

1\? 2 1 2
Signe.On a (1——) =1——+4+—5>1——2>0(carn > 3). Lafonction ¢ — ¢t™ étant
n non n
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2\ ™ 1 2m
strictement croissante sur [0, +-00], <1 — —) < (1 — —) , donc Cov(X;, X;) <0.
n n

Deux variables indépendantes ont une covariance nulle; ici elle est non nulle.

Conclusion
P(IX, = 1JN[X, = 1]) = (1 2>m Cov(X,, X)) = (1 2>m (1 1)2m<o
L A n) ’ v n n ’
et X;, X, ne sont pas indépendantes.

2) a) Par linéarité de l'espérance (variables finies) :

Conclusion

b) On utilise la formule de la variance d"une somme, les X, n’étant pas indépendantes :

n

VIW,) => V(X,)+> Cov(X,, X))

i=1 i#j

ot la seconde somme porte sur les n(n — 1) couples (i, j) d’indices distincts. Avec
V(X;,)=a,(1—a,)etl)b):

(3
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Conclusion

en notant a, = <1 — —) et b, = (1 — —) , V(W,) = na,(1 —a,)+n(n—
1)(bn - CL%)

¢) On soustrait, puis on compare a2 et b,,.

EW,)—-V(W,) = na, — na, +na2 —n(n—1)b, + n(n — 1)a2 = n%a2 —n(n—1)b,

1 2m
ce qui est I'égalité demandée puisque a2 = (1 = —) .
n

D’apres 1) b), a2 > b,, > 0, et n? > n(n —1), donc :

n%a2 >n(n—1)a2 > n(n—1)b,

Conclusion

3) Icim =m,, = |nlnn + On| dépend de n. Par définition de la partie entiére :

nlnn+0n—1<m, <nlnn+60n

Pourn >4, m, > |4In4| = 5, donc I'hypothese m > 4 est satisfaite dés que n > 4, ce qui
suffit pour I'étude des limites. On déduit de I'encadrement les deux résultats suivants,

utilisés plusieurs fois :

1

Inn — ) S [—9, —0 + — [, donc lim <1nn— %) = —0,et M — 1, soit
n n n—+00 n nlnn

m,, ~ nlnn.
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a) Onétudie InE(W,)=Inn+m,In (1 — %)

Méthode 1 — Développement limité et équivalents.

Onécrit InE(W,) = <1nn — %) +m,, <ln (1 — %) + %)

Le premier terme tend vers —f. Pour le second, le développement limité usuel
2

1 1 1 1
In(l4+z)=x— % + o(z?) en 0, appliquéa z = o donne In (1 — ﬁ) + it

Par produit d’équivalents :

1 1 1 Inn
m, (10 (1) +5) ~ i () = =50 0

DoncIn E(W,)) — —6.

Méthode 2 — Encadrement du logarithme.

1
Pour z € [0, 5] ,ona—x — 2% <In(l — ) < —x. En effet, ¥, (z) = In(1 — ) + z vérifie

1 _
Yi(e)=1———= 1_3; < 0ett,(0) = 0, donc ¢, < 0; et ihy(z) = In(1 — z) + = + 22
1—2 1 1
vérifie )(z) = % > 0et1,(0) =0,donc vy, > 0. Avec z = - < ietmn >0:

lnn—%—m—g <InE(W,) <lnn—2n

n n n

Or m_;lglnn—i—e
n

n
encadrement, In E(W, ) — —6.

, . m
— 0 (croissances comparées), et Inn — — — —f. Par
n

La méthode 1 utilise les développements limités et les équivalents; la méthode 2
n’utilise qu'une étude de fonction et le théoreme d’encadrement, ce qui évite toute

manipulation d’équivalents.
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Par continuité de I’exponentielle :

Conclusion

lim E(W,) =e".

n—+oo

b) D’apres2)c), E(W,)—V(W,) = (E(W,))? —n(n—1)b,. Le premier terme tend vers
e~2% d’apreés a). On étudie le second par son logarithme (licite car n > 3 donne
2
1——>0):
n

In(n(n—1)b,) =2 <lnn— %) +1In (1 - %) +m,, <ln (1 _ 2) + 2)

n n

Le premier terme tend vers —26, le deuxieme vers 0. Pour le troisieme, le développement

2 % 2 2
limité de a) avec z = —— donne In (1 — —) + — ~ ——,donc
n n n

n
m,, (ln (1— z) —i—z> ~ _2Inn — 0.
n n n

Ainsi In (n(n — 1)b,,) — —20 et n(n — 1)b,, — e~ 2%. Par différence de limites finies :

Conclusion

lim (E(W,)— V(W

_ =20 _ _—20 —
n—+oo )) =€ € U

c) La variable IV, prend ses valeurs dans N : il suffit d’étudier la limite de P([W,, = k])

n

pour tout & € N.

1
Soit k € N.On a p,, >0, min (1, —> <letpu,—V(W,) > 0dapres2) c). Le résultat
admis donne donc :

0 <|P([W,, = k]) = P([T;, = k])| < p, = V(W)
et le majorant tend vers 0 d’apres b). Par ailleurs, d’apres a) et la continuité de
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—0\k
Donc P([W, = k]) — e ° (™) our tout £ € N. Pour des variables a valeurs dans N,

cette convergence des probabilités ponctuelles caractérise la convergence en loi.

Conclusion

la suite (W,,),,~5 converge en loi vers la loi de Poisson de parametre e*.

Remarque : I'inégalité admise est un cas particulier du résultat général établi en IV.2) b),
avec A\, = L, sous réserve de construire des variables Z; vérifiant les hypotheses de

IV.2); cette construction n’est pas demandée.

4) a) On calcule I'espérance et la variance de T,.

Chaque 7 suit la loi de Poisson de parametre y, donc E(T;) = V(T};) = p. Par linéarité,
E(T,) = 1 : estimateur T, (qui ne dépend que de I'échantillon) est sans biais. Par

indépendance des T :

_ 1 &
T:—2;

Soit € > 0. Par 'inégalité de Bienaymé-Tchebychev :

1
2

0< P(IT, —ul 2 ¢)) <
pe

— 0 quand p — +oo

donc Tp converge en probabilité vers . (c’est la loi faible des grands nombres).
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Conclusion

T, est un estimateur sans biais et convergent de .

b) On applique le théoréme limite central.

Les variables 77, ..., T,

»s - sont indépendantes, de méme loi, d’espérance p et de

variance p strictement positive. Avec

Conclusion

d’aprés le théoreme limite central, (U,,),,~; converge en loi vers la loi normale centrée
réduite N (0, 1).

¢) On passe a la limite dans P([|U,| < u]), puis on résout en p I'inégalité |U, | < u, sans

remplacer p par un estimateur au dénominateur.

Existence de u. Soit ® la fonction de répartition de V' (0, 1), continue et strictement

croissante de R sur |0, 1[. Pour a €]0,1], P([U >u]) =1—®(u) = % équivaut a

1
d(u)=1— % € ] o 1 [ ; par le théoreme de la bijection, u existe, est unique, et u > 0 car

Limite. Parb), P([U, < z]) — ®(z) pour tout réel = (® est continue). Pour tout € > 0, les
inclusions [~u < U, <wu] C [|[U,| <u] C [~u—¢ < U, < ul donnent :

P([U, <u]) = P(IU, < —u]) < P([|U,| <u]) < P([U, <ul) = P([U, < —u—e])
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Le minorant tend vers ®(u) — ®(—u) = 2®(u) — 1 = 1 — « et le majorant vers
®(u) — ®(—u —¢€). Soit n > 0. Par continuité de ® en —u, on choisit ¢ > 0 tel que

O(—u) —P(—u—e¢) < g; le majorant tend alors vers un réel inférieur ou égal a

l1—a+ g Il existe donc un rang a partir duquel 1 —a —n < P([|U,| <u]) <1—a+7,

Ainsi :

lim P([|[U,| <u])=1-«a

p—+o00

C’est le sens de I'égalité « P([|U,| < u]) = 1 — a pour p assez grand » : il s’agit d"une

approximation, exacte a la limite.
Intervalle. Comme > Oetp > 1:

2
_ — =7
U <u < (T,—p?<—E < ,ﬂ—(zT +“—>M+T <0
P

— U 2 —2 4u® [(—  u?
Le discriminant de ce trindbme en p vaut <2Tp + —) —4T, =— (Tp + —) >0
p p 4p

(car T,, > 0). Le trindme est négatif ou nul exactement entre ses racines :

2 T u2 2 T u2
- p+2p U p+4p2e . p+2p+u p+4p2

Ainsi [|U,| <u] = [I, < p < J)], et I, J, ne dépendent que de I'échantillon et de u : ce

sont des estimateurs.

Conclusion

pl—i>I—il-:Ioo P([I, < p < J,]) =1 —a;lintervalle [I,, J,] ci-dessus est un intervalle de

confiance asymptotique de ;. au risque a.

. s A 2l 1
Remarque : on n’a pas remplacé /i par /T, dans U, car la convergence en loi de la
variable ainsi obtenue ne découle pas des résultats du programme; la résolution exacte

en u évite cette difficulté.
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Partie 11

Notations. On note 7(A) = P([M € A]) pour A C N, avec () = 0, et, pour k € N,
Gu(k)=P([M € AN [M < k]) —m(A)P([M < k]), de sorte que
k! WA

falk+1) = ST AG 4(k).Onnote ¢, = P([M =i]) =e” F > 0.
1) a)Si A=®[M€A]0[M k] =0etn(A) =0, donc G 4(k) = 0 pour tout k. Si
A:D\l[ AlN[M <Ek|=[M < k]etnw(A) =1, donc
Ga(k) = ([Mék])— P([M <k]) =0
Conclusion

fo et fi, sont la fonction nulle sur N.

b) Aveck=0: f,(1)= ? (P(IM € AlN[M =0]) —m(A)e™?).

Sioe A, [M € Aln[M = 0] = [M = 0], donc

. — P([M € 4))
3 :

[

Fa) = 5 (e = mA)e™) =

P(M e A])

S10 € A, [M € AIN[M = 0] =§,donc f4(1) = ——"—

Si0et1appartiennenta A, aveck=1:[M € AJN[M <1]=[M < 1]et
P([M <1]) =e (1 +\),donc:

1! 1+ (1= P(M € 4]))

fa2) = Fe’\ (1 +A) —7m(Ae M1+ ) = 32
Conclusion
f) = 12 PWMEA) o ca £ = —w si0€det f,(2) =
A+ NA=POTEAD) Lo
A2 ’ '
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2) a) On utilise I'additivité de P sur des événements incompatibles.

A et B étant disjointes, [M € AUB] =[M € A]U[M € Blavec[M € AlNn[M € B] =10
(ce qui reste vrai si A ou B est vide, avec la convention). Donc 7(A U B) = n(A) + w(B)

et, de méme, pour tout k,

P(M e AUB|N[M < k]) = P(IM € A|n[M < k]) + P(IM € B]n[M < k)).

Ainsi G 4 5(k) = G4(k) + Gg(k), donc f4 g(k+1) = fu(k+ 1)+ fg(k+ 1) pour tout
keN, et fu,50)=0=[4(0)+ fp(0)

Conclusion

JavB=Tat /B

b) Aet Asontdisjointeset AUA = N.Para)etl)a): f, + f5 = fi, = 0.

Conclusion

fz=—ta

3) a) On exprime kf,(k) al'aide de G 4(k — 1) et on fait la différence.

k—1)! k!
( \F ) e/\GA(k—l)ZV

k!
pour k = 0, cette égalité est encore vraie (0 = 0). D’autre part Af,(k+1) = VeAGA(k).

Posons G 4(—1) =0.Pour k> 1, kfs(k) =k erG(k—1);

Dong, pour tout £ € N :

Malk+1) = Efa(8) = 55> (Galk) = Galk = 1)

Or [M < k| =M < k—1]U[M = k] (réunion disjointe), donc :

Ga(k) = Gak—1) = P(IM € AJN [M = k]) — 7(A) ¢ = ¢, (14 (k) — m(A))
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k!
ou1,(k) vaut 1si k € A et 0 sinon. Comme Fe/\qk =1l ¢

AMalk+1) = kfa(k) = 14(k) —m(A)
Sikec A celavautl —n(A) = P([M € A]);sik € A, celavaut —7(A) = —P([M € A]).

Conclusion

la relation demandée est vérifiée pour tout k € N.

b) On raisonne par 1’absurde.

Supposons A non vide, A # N et f, identiquement nulle. Soit k € A. Par a),
0=Afa(k+1)—kfa(k) = P(IM € A]). Or Aestnon vide : pouri € 4,
P([M € A]) > g; > 0. Contradiction.

Conclusion

si A est non vide et distincte de N, f, n’est pas identiquement nulle.

4) a) On calcule Gy, (k) selon la position de k par rapport a j.

Sik>j:[M=jn[M<k=[M

= j], donc
Gip(k) =q; (1= P(IM < k])) = ¢;P(IM > k +1]) et:

KUy o
Jith+1) = e AT PM 2 k+1]) = 2y POM 2

Sik<j:[M=jN[M <kl =0, doncGy(k) =—q;P([M < k]) et:

fj(k+ 1) =
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Conclusion

les formules demandées sont établies pour tout £ € N*. Le calcul est valable aussi
pour k = 0 (quireléve du cas k < j), et le cas k > j nutilise pas j > 1 :il vaut aussi

pour j = 0.

b) Onapplique a) avec k = j pour f;(j+ 1) etavec k = j — 1 < j (éventuellement k = 0,
voir la fin de a)) pour f;(j) :

£iG+1) = $PAM 2 j+ 1)) et

, (7—1)! , 1 .
i) = ==~ PUM < j=1]) = —<P(M < j 1)
Donc :
FU+D =500 = $PM 2 5+ 1) +SP(M <~ 1)
Conclusion

HU+D =500 = $PUM 2§+ 1) + - P(M <3 —1),

qui est strictement positif (somme de deux termes positifs, le premier non nul car

P(IM > j+1]) > g;,, > 0).

c) On factorise et on écrit les probabilités comme des sommes de séries pour comparer.

Cask > j. Alorsk > jetk—1 > j,donc para) :

Kl (k—1)!
= e DM 2k +1]) = S

filk+1) = f;(k) P([M > k)

(k —1)!

= 1 RP(IM > k+1]) — AP([M > k)
GYAFTI
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Or, les séries ci-dessous convergeant (séries exponentielles), et en posant i =1+ 1:

)\)\Hl +oo )‘)\z
P([M > k)) Ze T Z le o
i=k+1
donc
P(IM>k+1) = AP(M > k)= > (k—1) e <,
i=k+1 ’

chaque terme étant strictement négatif. Ainsi f;(k + 1) — f;(k) < 0.

Cas1 <k < j.Alors k—1 < j, donc par a) (la formule valant aussi en 0) :

e 1) = (0 =~ PUM < W)+ SR PM < - 1)
= R OP(M < 1)) — kP(M < K)
JEATTIT
Or
AP(IM <k —1]) zkzjle )\ZH y ze_’\)\_—:,
=0 =1 &
donc:
P(M <k—1]))—kP([M <k]) = Zk:(z' — k) e_)‘i\,—; — ke <0

car chaque i — k est négatif ou nul et —ke > < 0. Ainsi f;(k + 1) — f;(k) < 0.
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Conclusion

pour k € N*, k # j,

£k +1) — £,(k) = ]("‘;;—_2'1 (kP(M = k+1]) — AP([M > K])) < 0
sik>jet
(k—1)!

filk+1) — f;(k) = W (AP([M <k—1]) —kP(IM <k]) <0

si k < j. Avecb), la différence f;(k + 1) — f;(k) est positive si et seulement si k = j.

1
d) On majore le terme —P([M < j— 1]) terme a terme.
J

Pour0<i<j—1l,onai+1<jdonc -:-—<-———=—-—— Ensommant:
g o~ @E+Dd A (i+ 1)

1 f = )\”1 1<~ A1
SP(M<j—1]) <= - A =Pl<M<j

Z ([ j ]_/\Z; i )\He =Pl M <)

Avecb) :
. ) 1 ) . 1 1—e?
G+ = £0) < 5 (PAM 2 j+ 1) + P(L < M < j) = 2P(M 2 1) = =

. 2z oy 2 2 -\ 1 - e_>\ ]‘ 7
Seconde inégalité. D'une part 1 — e~ < 1, donc < 3 D’autre part,
I'exponentielle étant convexe, elle est au-dessus de sa tangente en 0 : e >1— ) donc

A

l—e < Net <1
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Conclusion

IN

£+ - F0) < =5 <min (1,3).

5) On applique la formule de 4) a) dans le cas k > javec j = 0 (voir la finde 4) a)) :
!
pour tout k € N, fy(k+1) = %P([M > k+1]).

Pour k € N*, k —1 > 0, et le calcul du cas k > j de 4) c) s’applique mot pour mot avec
j=0:

okt 1) = fo() = EZ (RP(A 2 B 4+1)) — AP(M 2 1))
— (’1;})! f (k — 1) e_’\i\,—!i <0

i=k+1

Conclusion

pour tout k € N*, fo(k+ 1) — fy(k) <0 (et méme < 0).

6) a) On décompose f, en somme des f;, j € A, puis on utilise les signes établis en 4) et
5).

Notations. Pour j € N, f; = fi; (y compris j = 0) et d;(k) = f;(k+ 1) — f;(k); de méme
do(k) = falk+1) = f4(k).

Signes des d,(k) :

e sij#k,dj(k) <O:pourj>1letk>1,cestd)c);pourj>letk=0,

d;(0) = f;(1) = —% <Oparl)b) (0 ¢ {j}),;pourj=0etk>1,c'est5);

o dy(k)>0:pourk >1,cest4) b);pourk =0, dy(0) = fy(1)=— >0 parl)
b).

k!
Décomposition. Pour k € Netj € N, fi(k+1) = We)‘ (L<pq; — ¢;P([M < k])). La
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série

ZlA(j) q;

J

converge et a pour somme 7(A), et

" 140V q; = PIM € AJN[M < &)

est une somme finie. Par linéarité des séries convergentes, la série

ZIA fi(k+1)

converge et :

Z1A (k1) A’Z—il N(P(IM € AN M < K]) — m(A)P(IM < K])) = f(k+1)

Cette égalité vaut aussi en 0 (tous les termes sont nuls). Par différence de séries

convergentes, pour tout k € N :
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et la série restante a tous ses termes négatifs ou nuls, donc une somme négative ou nulle.

Cas k € A. Tous les termes 1 4(5) d;(k) sont négatifs ou nuls (le terme j = k est nul),
donc d 4 (k) <0 < d(k).

Conclusion

pour toutk € N, f(k+1)— fu(k) < fr.(k+ 1) — f.(k).

b) On majore d 4 (k) et —d 4 (k) par min (1, %)

1
Pour k > 1,4) d) donne d, (k) < min (1, X) ;pour k =0,

1—e*
d0<0) =

partie A et tout k € N :

1
< min <1, X) par la seconde inégalité de 4) d). Avec a), pour toute

d 4 (k) < min (1, %)

En appliquant ce résultat a A et en utilisant 2) b), —d 4 (k) = d(k) < min <1, ;) . Donc

1
|d 4 (k)| < min (1, X) pour tout k. Lensemble {|d 4 (k)|; k € N} est non vide et majoré

par ce réel, donc admet une borne supérieure qui lui est inférieure ou égale.

Conclusion

_ 1
sup|4(k-+1) = £(k)| < min (1, 7).
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Partie III.

Remarques préliminaires. Les variables W,, et R, prennent leurs valeurs dans [0, n],
donc f(Wn)l f(l + Wn)l f(l + Rz)/ f<2 + Rz)l Xzf(Wn)l an(Wn) nhe prennent qu’un

nombre fini de valeurs : elles admettent une espérance. Pour tout 4,

R, =) X,

J#i
ne dépend que des X jrJ # 1, par le lemme des coalitions, X; et R, sont indépendantes,

et donc X, est indépendante de toute variable ¢g(R,). Enfin \,, > 0, donc la partie I
s‘applique avec A = \,, et M = M,,.

1) a) On distingue selon la valeur de X,.

Si X;(w) =1, alors W, (w) = X;(w) + R;(w) =1+ R;(w) et les deux variables prennent la

valeur f(1+ R;(w)). Si X, (w) = 0, les deux variables prennent la valeur 0.

Conclusion

X, fW,) =X, f(1+ R,).

b) Par a), puis par indépendance de X, et f(1 + R;) (variables finies) :

E(X;f(W,)) = E(X;f(1 + R;)) = E(X;) E(f(1+ R;)) = p, E(f(1 + R,))

Conclusion

E(X,f(W,)) = pE(f(1+ Ry)).

2) On écrit
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et

Par linéarité de ’espérance et 1) b) :

n n

i=1 i=1

Conclusion

n

EQ L+ W,) =W, f(W,) =) p,E(Y)).

i=1

3) a) On utilise le rappel initial avec C' = [X; = 1], de probabilité p; > 0.

Sur [X;, =1],W, =1+ R,,doncY, = f(2+ R;) — f(1 + R,). Ainsi
Yilix =X, (f(2+R;) — f(1+ R;)) (les deux membres sont nuls si X; = 0). Par
indépendance de X, etde f(2+ R;,) — f(1+ R,) :

<MEA&:JD:EWﬁ&ﬂQ:mEU@+Ri—fu+Rm

=E(f(2+R;,) — fA+R,))

Conclusion

E(Y;/[X; =1]) = E(f2+R;) — f(1 + Ry)).

b) Cette espérance conditionnelle existe si et seulement si P([X; =0]) =1—p;, >0,

c’est-a-dire p; < 1. Dans ce cas, sur [ X; = 0], W,, = R, donc
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Y, =f(1+R;)— f(1+R;) =0;ainsi Y;1;x _q = 0 et, par le rappel initial,
E(Y;/[X; =0]) = 0.

Conclusion

pour tout i tel que p; < 1, E(Y;/[X; =0]) =0 (sip;, = 1, 'événement [ X, = 0] est de

probabilité nulle et cette espérance conditionnelle n’est pas définie).

c) On calcule E(Y;), puis on reporte dans 2).

Méthode 1 — Formule de l’espérance totale.

Si0 < p; <1,les événements [ X, = 1] et [X,; = 0] forment un systeme complet
d’événements de probabilités non nulles, et Y, est une variable finie. Par la formule de

’espérance totale, a) et b) :

E(Y;,) =pEY;/[X;,=1]))+ (1 -p)EY;/[X; =0]) =p,E(f(2+ R;) — f(1 + R;))

Sip; =1, [X; = 1] est presque stir, donc Y; = Y1, x,—1) presque stirement et

E(Y;) = p,E(Y;/[X,; = 1]) par le rappel initial : la méme formule vaut.

Méthode 2 — Ecriture directe de Y.

Onavuena) queY;, estnulle sur [X; = 0] et vaut f(2+ R;) — f(1 + R,) sur [ X, = 1],
doncY, = X, (f(2+ R;) — f(1+ R,;)). Par indépendance de X, et R, :
EY,) =p,E(f(2+ R;) — f(1+ R;)), sans distinguer le cas p; = 1.

La méthode 1 suit I'énoncé et utilise le conditionnement; la méthode 2 est plus directe et

évite les espérances conditionnelles.
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Dans les deux cas, en reportant dans 2) :

Conclusion

n

E\f(1+W,) =W, f(W,) =) p2E(f2+R;) — f(1+R,)).

=1

4) On majore chaque espérance grace a I1.6) b).

1
D’apres I1.6) b) avec A = \,,, pour toutk € N, |f(k+ 1) — f(k)| <min | 1, —) En

appliquant cecia k = 1 + R;(w), on obtient |f(2+ R;) — f(1+ R;)| < min (1, i),

donc, par croissance de 1'espérance :

[B(f2+Ry) = f(1+ R)| < B(f(2+ R) — f(1+ R))) < min (1%)

n

Avec 3) c) et I'inégalité triangulaire :

EOW L+ W,) = Wo W) < 302 B2+ By) — F(1+ Ry)

Conclusion

I'inégalité demandée est établie.

5) On applique I1.3) a) en chaque point w, avec k = W, (w).

D’apres I1.3) a) (avec M, et A,,), pour tout k € N,
Aflk+1) —kf(k) =14(k) — P([M,, € A]), puisque P([M,, € A]) =1— P([M,, € A)).

Comme W,, est a valeurs dans N :
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Anf(L+ W) =W f(W,) = 1wy, ea) — P(IM,, € A])

En prenant 'espérance :

ENf(L+W,) =W, f(W,)) = P([W, € A]) — P(IM,, € A])
Avec 4), on obtient la majoration demandée.

Conclusion

pour toute partie A de N,

[P(IW,, € A)) — P([M, € A])| < min (1, Ai) >y}

1
6) a) Ici P = n—_H 6]0, 1[ et

-
I
_

Méthode 1 — Somme de Riemann.

111_|__

1
est une somme de Riemann de la fonction g¢: x T continue sur [0, 1]. Donc :
X
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n—-+oo

1
lim )‘n:/ dz =In2
0 +

Méthode 2 — Comparaison avec une intégrale.

1
La fonction ¢ . est décroissante sur |0, +oo|. Pour i € [1,n] :

i+l g 1 nti gy
/ — < 5 S/ —
nti t n+ ntio1 t

En sommant pour i de 1 a n (relation de Chasles) :

o+ 1 2
Tl oA, <2 —In2

n+1 n

In

Le minorant tend vers In 2; par encadrement, A\, — In 2.

La méthode 1 est immédiate si ’on reconnait une somme de Riemann ; la méthode 2
fournit en plus un encadrement explicite de A, pour tout n.

1
Somme des carrés. Pour tout i € [1,n], 0<p, < T donc
n

u n
0<S <" <
<) A e s

Y

S|

et par encadrement cette somme tend vers 0.
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Conclusion

lim A\, =In2et
n—+0o0

n
. 2 o
A, ) pE =0

b) On applique 5) avec A = {k}.

1
Soit k € N. Par 5), avec min (1, )\—) <1:

n

2k
et, par continuité de = — e‘wﬁ eta),
Mk (In2)*  (In2)* (In2)*
— — oA, n —In2 _ _
P([M, =k])=e o e Y .Donc P([W,, =k|) — 5 Pour

tout k € N. Les variables W,, étant a valeurs dans N, cela caractérise la convergence en loi.

Conclusion

(W,,),,>2 converge en loi vers la loi de Poisson de parametre In 2.

Partie IV.

Les remarques préliminaires de la partie III restent valables, sauf I'indépendance de X;

et R;, qui n’est plus disponible.
1) a) L'égalité de III.1) a) nutilise pas 'indépendance :

X, f(W,) = X;f(1+ R;) = f(1+ R;)1;x _y. Par le rappel initial avec C' = [X; = 1],
de probabilité p; > 0 :

E(X,f(W,)) = E (f(1+ R)1;xy)) = p,E(f(1+ R)/[X, =1])
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Conclusion

E(X;f(W,,)) = p, E(f(1+ R,)/[X; = 1]).

b) La premiere égalité de IIL.5) n"utilise que I1.3) a) en chaque point, donc reste vraie :

Avec

la linéarité eta) :

P(W,, € A]) = P([M,, € A]) = sz fFA+W,)) - ZpiE(f(l +R;)/[X; = 1])

Conclusion

P([W, € A]) — P([M,, € A]) = sz' [E(f(1+W,)) — E(f(1+ Ry)/[X; =1])].

2) a) On télescope les accroissements de f, puis on remplace 1’espérance conditionnelle

par une espérance relative a Z,.

Inégalité sur f. Soient /¢ et j deux entiers naturels; par symétrie, on peut supposer ¢ > j

(le cas ¢ = j estimmédiat). Par télescopage, inégalité triangulaire et IL.6) b) avec A = A, :
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~

=il —1

70~ £ =[S (A1) = F0)] € X156+ 1) = W] < (¢~ ymim (1.5

g b n

~

e
Il
B
Il

Lien avec Z;. La loi conditionnelle de R, sachant [X,; = 1] est portée par [0,n — 1]; c’est
donc aussi le cas delaloide Z, : P([Z;, = r]) = 0 pour r > n. Par le théoréme de

transfert, pour la probabilité Py _;; puis pour P :

E(f(1+R,)/ L+ Py (R, = 7)) = 3 £(1+7) P(1Z; = 1])
r=0 r=0

= B(f(1+ 7))

(sommes finies, donc existence assurée). Ainsi, par linéarité, croissance de 1’'espérance et

l'inégalité précédente appliquée en chaque wavec{ =1+ W, (w)etj =1+ Z;(w):
[E(fFL+W,)) = E(f1+ R)/[X; =1])| = [E(fL+W,,) = fF(1+ Z;))]

<min (1,5 ) BOW, - Z1)

ou E(|W,, — Z,|) existe car |W,, — Z;,| < W, + Z, et ces deux variables positives
admettent une espérance. En multipliant par p; > 0, en sommant et en utilisant 1) b) et

l'inégalité triangulaire :

Conclusion

£(0) = £G)| < | — j|min (1, %) -

n

PW, € A) - P, € AD] < min (1,5 ) x Y B (W, — Z))
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b) On calcule E(Z;) a l'aide de la loi conditionnelle, puis on reconnait la variance de
W,

ne

Comme W, > Z,, W, — Z,| =W, — Z, et E(|W,, — Z;|) = E(W,

n

) — E(Z,), avec

Puisque Z; a la méme loi que R, sous Fx 4, et par le rappel initial :

E(Z) = B(R,J[X, = 1]) = = (RZ‘;%H) _ EU;;&)

S RE(Wa—Z1) = > pide = 3o (B(W, X)) —p) = X2 — B (WZX) Y

i=1 i=1 1=1

=X, — (B(W2) = X7)

n

Par la formule de Koenig-Huygens, E(W?2) — A2 = E(W2) — (E(W,,))? = V(W,).

Conclusion

n

=1

et avec a), pour toute partie A de N :

P(W, € A) — P, € AD] < min (1,5 (A, = VOT,)

n
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Relevé des adaptations

Aucune question n’a nécessité d’adaptation : toutes les notions utilisées (lois de
Bernoulli et de Poisson, covariance, espérance conditionnelle a un événement, espérance
totale, convergence en loi pour des variables a valeurs dans N, théoréme limite central,
intervalle de confiance asymptotique, sommes de Riemann) figurent au programme. Le
sujet est transcrit sans modification; seules les définitions par accolades (X; en1,
relations de I1.3) a) et I1.4) a)) sont écrites en texte. En 1.4) c), l'intervalle de confiance
est obtenu en résolvant exactement 1'inégalité en 1, sans remplacer x par un estimateur

dans la convergence en loi.
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