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Corrigé

Partie I : Un résultat d’analyse

Préliminaire. Pour v € [0, 1], Y,, , prend ses valeurs dans {0, ..., n} avec

P(Y,, = k]) = (})v*(1 —v)"~* (avec la convention 0° = 1; pour v = 0 ou v = 1, la loi

est certaine). Elle admet ’espérance nv et la variance nv(1 — v). Pour x fixé,

P([Y,,<nz])= > (Z) vF(1 —v)"k

0<k<nx

est une fonction polynomiale de v, donc continue sur [0, 1] : toutes les intégrales de cette

partie sont des intégrales de fonctions continues sur des segments.

1) a) Soitv € [z +¢,1], de sorteque v —x > ¢ > 0.5iY,, , < n, alors
nv—Y, , >n(v—=z)>0donc|Y, ,—nv| >n(v—mr):

[Yn,v < In‘m] - [|Yn,v - ’I’LUl > n(v - :E)]

Par I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, avec n(v —z) > 0:

P[¥p < ma]) < T =2 = 2 =0 < 25
Enfin ov(1—v)=-— (v— %)2 < i
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Conclusion

v(l —v) < 1

2

€ 1], P(lY,., < < <
pour v € [z + ¢, 1] ([Yy,, < ni]) — ym

R

b) Soitv € [0,z —¢], de sorte que z —v > ¢ > 0.5iY,, , > nz, alors
Y, ., —nv>n(z—v)>0,donc[Y, , >nz] CI|Y,, —nv| > n(x—v)], et par

n,v

Bienaymé-Tchebychev :

v(l—v) _v(l—v) < 1

PY. . > <
({ s nzl) < n(z — v)? ne ~ 4ne

IN

Conclusion

1
4Ane?’

pourv € [0,z —¢], P([Y,,>nx]) <

c) Rectification d'une erreur de I’énoncé : le document fourni annongait les majorants

M(1—zx) Mz o . . : .
t 5. Ces majorations sont vraies, mais trop faibles pour obtenir

2nge? 2ne
I'inégalité de d) : leur somme donne 5e2 A1 lieu de T2 L'énoncé rectifié
ne ne
M-z Mz
demande les majorants fl 5 ) et o plus forts, qui permettent de conclure
ne ne

end).

Par I'inégalité triangulaire pour les intégrales sur un segment, || < M eta) :

M(z—¢) < Mz

= 5

[  o()(1— P([Y,,, < na])) dv

4ne? ~ 4dne
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Conclusion

les deux inégalités demandées sont établies (et a fortiori celles du document fourni,

avec 2ne?).

T 1

d) On écrit / w(v)dv = / ¢(v) g ,1(v) dv en découpant aux points z — ¢, z, x + ¢;

0 0
notons p(v) = P([Y,, , < nz]) € [0, 1]. Par la relation de Chasles :

1

x 1 xr—e T xT+e
/w—/ @pz/ 90(1—19)+/ w(l—p)—/ sop—/ ©p
0 0 0 r—e 4z x+e

Les deux intégrales centrales sont majorées en valeur absolue par Me chacune, car
0<p<let0<1—p<1. Avecc):

/Ox p(v) dv — /01 (6 p(0) do Mz M(1— 1)

1
2M = 2¢ | M
4ne? + et 4ne? <4n82 + 6)

<

Conclusion

I'inégalité demandée est établie.

2) Soit = €]0, 1[. On choisit ¢ = n /3 dans 1) d), ce qui équilibre les deux termes. Cette
valeur est admissible des que n~'/3
1

min(z,1 —x)3

< min(x, 1 — z), c'est-a-dire pour

:onaalors 0 < x —e < x + ¢ < 1. Pour ces entiers :

2 1 8 9

2= 4n - n2/3 * SVERRVISVE * ant/3 43/n

4ne?
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Conclusion

HEC — 2003

1
min(z,1 — )3’

pour tout n >

IM
4

/0:C #(v) dv_/olﬁo(v) P([Y,, ., < nzx])dv| <

§!

3) a) Soit

d
Qv) = Z a,v”
k=0

un polyndme. Par linéarité de 1'intégrale :

/Olsow)@(v)dv:Edjak/lso@)vkdv:o

k=0 0

Conclusion

1
/ ¢v(v) Q(v) dv = 0 pour tout polynome () a coefficients réels.
0

b) Soit z €]0, 1[. D’apres le préliminaire, v = P([Y,, , < nz]) est polynomiale, donc

1
/ ¢(v) P([Y,, , < nx])dv=0d’apres a). La question 2) donne alors, pour n assez
0

grand :

W~
S

et le majorant tend vers 0 quand n — +oo0.
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Conclusion

/ ¢(v) dv = 0 pour tout z €]0, 1.
0

¢) Méthode 1 — Dérivation.

X
La fonction V¥ : x / ©(v) dv est, ¢ étant continue, la primitive de ¢ nulle en 0; elle
0

est dérivable sur [0, 1] avec ¥ = . D’aprés b), ¥ est nulle sur |0, 1|, donc sa dérivée ¢ y

est nulle. Par continuité de penOeten 1, ¢(0) = 1%13190 =0et ¢(1)= lill}up = 0.

Méthode 2 — Raisonnement par I’absurde.

Supposons ¢(x,) # 0 pour un z, € [0, 1], par exemple p(z,) > 0 (sinon on remplace ¢

par —¢p). Par continuité, il existe un segment [a, b] C [0, 1] avec a < b, contenant x,, sur

lequel ¢ > M > 0. On peut choisir 0 < a < b < 1si x, €]0, 1], et sinon réduire le
q 5 p 0

segment pour qu'il soit inclus dans |0, 1] tout en gardant a < b. Alors
b
/ o= U(b) — B(a) > LT Vel “2)“0(%)

contradiction.

> 0, alors que ¥(a) = ¥(b) = 0 d’apresb) :

La méthode 1 utilise le théoréme fondamental de 1’analyse; la méthode 2 n’utilise que la
positivité de l'intégrale et sert dés qu’on veut montrer qu'une fonction continue

d’intégrales nulles est nulle.

Conclusion

la fonction ¢ est nulle sur [0, 1].

Préliminaires pour la suite. La densité commune est continue sur [0, +-o00[ et nulle sur
X
] —00,0[, donc pour x >0, F(z)= / f(t)dt. Ainsi F(0) = 0, F est de classe C* sur
0
[0, +o0] avec F' = f > 0 (dérivée a droite en 0), donc strictement croissante, et

+0o0
l—F(m):/ f(t)dt >0:0na0 < F(z) < 1pour tout z > 0.
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Partie II : Caractérisations de la loi exponentielle a I’aide du minimum

d’un n-échantillon

1) Soitn > 1. Pourx >0, [I,, > z] = ﬂ?:l[Xz‘ > x], et les événements [ X, > x| sont

indépendants (les X, le sont), donc :

P(I, > 2)) = [ P(X, > 2]) = (1 — F(z))"

=1

Pourz <0, [I, <z|= U?:l[Xi < z] est de probabilité nulle car chaque X est positive.

Conclusion

la fonction de répartition de /,, vaut 1 — (1 — F'(x))" pour = > 0 et 0 pour = < 0.

2) a)Ici F(z) =1 — e pour x > 0. Pour x > 0, d’apres 1) :

et pour z < 0, P([nl,, < z]) = 0. La variable n/,, a donc la méme fonction de répartition

que X;.

Conclusion

nl, a méme loi que X, (loi exponentielle de parametre \).

1
b) D’apreés a), nl,, suit la loi exponentielle de parametre A\, d’espérance 3 Par linéarité,

E(I,) = ~E(nL,).

" n
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Conclusion

3) a) Soitn > 1etx > 0. Comme nl, et X; ont la méme loi, elles ont la méme fonction

de répartition :

b) Ici F’(0) désigne la dérivée (a droite) de F' en 0, qui vaut f(0).
Siz=0:nln(l — F(0)) =nlnl = 0 pour tout n, de limite 0.

Siz >0: u, =F (E) vérifie 0 < u,, < 1 (stricte croissance de F'et F' < 1) et
n
In(1 —w)

u,, = F(0) = 0 par continuité. Comme

nin(1 —u,) ~ —nu,,. Or:

—1lquandu — 0 (u #0),0ona

par définition du nombre dérivé, puisque L 5 0. Ainsin In(1 —w,) — —xF'(0).
n

Conclusion
. x . ,
pour tout x > 0, nl_l)rfoonln (1 —F (ﬁ)) = —z F’(0).
c) Soitz > 0. D’apres a), (1 —F (%)) =1— F(z) > 0, dong, en prenant le
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logarithme, nin(1— F )Y = In(1 — F(x)) pour tout n : la suite est constante, et
g n P

sa limite est —zF”(0) d’aprés b). Donc 1 — F(z) = e~ (9%, De plus F’(0) = f(0) > 0.

0)x

La fonction de répartition de X, vaut donc 1 — e~ (9% pour # > 0 et 0 pour = < 0.

Conclusion

X, suit la loi exponentielle de parameétre F’(0) = f(0).

4) a) D’apres les préliminaires, F' est continue et strictement croissante sur l'intervalle
[0, +00], avec F'(0) = 0 et x1—1>£poo F(z) =1 (fonction de répartition). Par le théoréme
de la bijection, F’ réalise une bijection de [0, +-o0[ sur l'intervalle [F(0), lig} F[=10,1],
la borne 1 n’étant pas atteinte puisque F' < 1. Sa réciproque F~! est continue et

strictement croissante sur [0, 1.

Conclusion

F est une bijection de [0, +oo] sur [0, 1].

b) Question adaptée au programme actuel : le changement de variable non affine

u = F(x) est indiqué dans "énoncé.

Densité de I,,. D'apres 1), la fonction de répartition H,, de I,, est continue sur R (en 0,
H,,(0) = 0), nulle sur | — o0, 0], et de classe C"* sur [0, +o00[ avec
H/(z) =nf(z)(1— F(x))" . Donc I,, admet la densité h,, égale a nf(1 — F)" ! sur

[0, +o00] et a 0 ailleurs, et, I, admettant une espérance :

E(1,) = / znf(@)(1— F(@)" do

Changement de variable sur un segment. Soit A > 0. La fonction F est de classe C' sur
[0, A] et u = nF 1 (u)(1 —u)" ! est continue sur [0, F(A4)]. Comme z = F~1(F(z)), le

changement de variable u = F'(x) donne :
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A F(A)

/ snf(@)(1 — Fz)"™ds = /O nF-L(w)(1 — u)™! du

0

Passage a la limite. Pour B € [0, 1], appliquons cette égalité avec A = F~1(B):
B F(B)
/ nF-1(u)(1 — 1) dy = / zh, (z)dz. Quand B — 1-, F-1(B) = oo (sinon
0 0

F~1, croissante, serait majorée par un réel C et B = F(F~'(B)) < F(C) < 1 pour tout

B < 1, ce qui est absurde). Le second membre tend donc vers E(1,)). L'intégrale

1
/ nF~H(u)(1 —uw)" ! du converge et vaut E(I,,).
0

Conclusion

1
E(I,) = n/ F~1(u)(1 —u)" du pour tout n > 1.
0

) Inégalités. Soit u € [0,1[. Ona F~'(u) > 0et1 —u > 0, d’ott la premiére inégalité.
1 1
Avecn = 1dansb), I, = X; et / F~1(t)dt = E(X,) converge; donc / FL(t)dt
0 u

converge. Pour ¢ € [u, 1], F~1(t) > F~!(u) par croissance, donc pour B € [u, 1] :

B
/ Fl(t)dt > (B —u)F~'(u)

1
et le passage a la limite B — 1 donne / FYt)dt > (1 —u)F(u).

Continuité de G. Sur [0, 1], G est continue comme produit de fonctions continues. En 1 :

1
0<Gu) < / F~1(t) dt, et ce reste d’une intégrale convergente tend vers 0 quand

u — 17. Par encadrement, G(u) — 0 = G(1).

Egalités. Soit n > 2. Pour u € [0, 1[, F~!(u)(1 —u)" ' = G(u)(1 — u)"~2. La fonction

u > G(u)(1 —u)""2 est continue sur le segment [0, 1] (car n — 2 > 0) : son intégrale sur

[0, 1] est une intégrale ordinaire, égale a l'intégrale (convergente) de b). Le changement

de variable affine v = 1 — u donne la seconde égalité.
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Conclusion

0<(1—u)Ft(u)

IA

1
/ F~1(t)dt, G est continue sur [0, 1], et pour n > 2,

E(1,) = n/o Gu)(1 —u)" 2du = n/o G(1 —v)v" 2 dw.

d) Pour la loi exponentielle de parametre ), F, (z) = 1 — e %, donc

F/\_l(u):—w et GA(u):—(1 ))\( )pourue [0, 1].

i) Méthode 1 — Application des résultats précédents a la loi exponentielle.

La loi exponentielle de parametre \ vérifie toutes les hypotheses faites sur X, (densité

e~ continue et strictement positive sur [0, +-o00[, espérance finie). Pour une suite de

1
variables indépendantes de cette loi, c) donne n / G,\(1—v)v"2dv= E(I,),et2)b)
0

donne E(I,)=—.

Méthode 2 — Calcul direct.

Pourv €]0,1], G,(1—v)= ﬂ , donc

1
n/ G,(1—v)v"2dv= ;/ —Inw) v~ dv. Pour a €]0, 1], une intégration par parties
0

sur [a, 1] donne :

! Nk L yn—l a"lna  1—a"
/(—lnv)vn_ldv: [—lnv-—] +/ dv = =

n

et quand a — 0%, a” Ina — 0 (croissances comparées, n > 1), donc l'intégrale vaut —.
n

La méthode 1 évite tout calcul en réutilisant 2) b) ; la méthode 2 le vérifie de facon

autonome.
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Conclusion

1
1

pour tout n > 2, n/ G,(1—v)v" 2dv=—

o nA

ii) Posons i(v) = G(1 —v) — G, (1 —v) pour v € [0, 1]; 9 est continue sur [0, 1] (c),

1
appliqué a G et a G,). Pour tout n > 2, d"apres c¢), 'hypothése E(I,,) = —~ eti):

n/o lﬁ(v)vn_zdv:%—i:O

n
1
donc / (v) v™ dv = 0 pour tout entier m = n — 2 > 0. D’apres la partie I, ¢ est nulle.
0

Conclusion

G(1 —v) = G,(1 —v) pour tout v € [0, 1], c'est-a-dire G = G,.

iii) Pourw € [0,1], (1 —w)F!(u) = (1 —u)Fy*(u) avec 1 —u # 0, donc F~! = F; ! sur
0,1[. Pour z > 0, F\(z) € [0,1[ et F~}(F\(z)) = F ' (F\(z)) = z, donc, en
appliquant F, F\(x) = F(x). Les fonctions de répartition de X, et de la loi
exponentielle de parametre \ coincident sur [0, +-00], et toutes deux sont nulles sur
] — 00, 0[.

Conclusion

X, suit la loi exponentielle de parametre A.

Partie III : Caractérisation de la loi exponentielle a I’aide des deux

premiers records

A. Préliminaire
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1) Siw vérifie X, (w) < X, (w) pour tout k, aucun entier k ne vérifie X, (w) > X, (w),
donc R, (w) = X;(w) = R;(w). Sinon, Ry(w) = X,,(w) pour un entier n tel que
X, (w) > X, (w), donc Ry(w) # R;(w). La condition est automatiquement vraie pour
k=1.

Conclusion
+o00 +o0o
[Ry = Ry] = ﬂ (X, < X, ] = ﬂ [X: < X;]. On note aussi que R, > R, partout.
k=1 k=2
n+1

2) Soitt >0etn>1.Siwe (), _,[X;, < Xj]et X;(w) <t alors X (w) < X;(w) <t pour
toutk € {1,...,n+1}. D'ou:

n+1 n+1
ﬁ[Xk < X, C (ﬂ[Xk gt]) U [X; >t
k=2 k=1
Par croissance et sous-additivité de P, puis par indépendance des X, :
n+1 n+1
P (ﬂ (X}, < Xl]) < [T PUX, <) + P(1X; > ) = (F())™ + 1 F(t)
k=2 k=1

Conclusion

I'inégalité demandée est établie.

3) Soite > 0. Comme F(t) — 1 quand ¢t — +o0, on choisitt > 0 tel que 1 — F'(t) < e.
Comme 0 < F(t) < 1, (F(t))""™ — 0 quand n — +o00, donc (F(t))"*! < e pour n

n+1
assez grand. Avec 2), pour n assez grand, P ( ﬂ (X, <X 1]) < 2e.
k=2
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Conclusion
n+1
liIP P ﬂ (X, < X;] | = 0, cest-a-dire que la probabilité qu'aucune des va-
riables X,, ..., X, .| ne dépasse X tend vers 0.

4) Pourtoutn > 1, [R, = R,| C ﬂ:;l [X;, < X,]d’apres 1), donc

n+1
0<P([Ry=R;) <P (ﬂ [ X < X1]> , et le majorant tend vers 0 d’apres 3). Ainsi
k=2
P([Ry = Ry]) = 0. Comme R, > R, partout, [R, > R,]| est le complémentaire de
[Ry = Ry].
Conclusion

P([Ry > Ry]) =1, c'est-a-dire que R, > R, presque slirement.

B. La caractérisation

1) a) Comme [R; < z + h] est la réunion disjointe de [R; < z]etde [x < Ry < x + h]:

¢(x +h,y) — d(z,y) = P(le <Xy <z +h]N[Ry — Ry > )

Décomposons [R, — R, > y]. Comme y > 0, sur cet événement R, > R, donc il existe
un plus petit entier k tel que X}, > X,;onak > 2,onl'écritk =j+ 1lavecj>1, et

Ry = X, Ainsiw € [Ry — Ry > y] si et seulement si il existe j > 1 tel que

X;(w) < Xj(w)pour2 <i<jetX; (w) > X;(w)+y (lacondition X, ; > X, estalors
automatique car y > 0). Pour j = 1, l'intersection vide ﬂ;Q est (2. Ces événements,
indexés par j, sont deux a deux incompatibles, puisque j + 1 est le premier indice de

dépassement. Par o-additivité :
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Conclusion

¢($ + ha y) - (b(.’l?, y)

:JioP ([a:<X1 <x+hN (ﬁ[Xl §X1]> N[Xj0 >y—|—X1]> :

b) Notons D, I'événement du terme d’indice j. Sur [z < X; <z + h]:

o [X;<z]C[X;<X)|CI[X;<z+h];

Donc, par croissance de P puis indépendance des X :

(F(z+h) = F(z)) F(z)’ (1 - F(z +y + h)) < P(D;)

<(F(z+h)—F(z))F(x+h)’™ (1 - F(z +v))

Comme 0 < F(z) < F(x + h) < 1, les séries géométriques convergent :

et

En sommant les inégalités :
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Conclusion

F(x +h) — F(x)
1— F(x)

(1—=F(z+y+h)) <ol@+h,y) —o(z,y)

Fx+h)— F(x)
- 1—F(z+h)

(1—F(z+y)).

2) Divisons 'encadrement de 1) b) par 2 > 0. Quand & — 07 :
F(x+h)— F(x)

— F'(x) = f(x) (dérivée a droite si x = 0), et par continuité de F,

h
F(x+h)— F(z)et F(x +y+ h) — F(x + y). Les deux membres extrémes tendent
vers %(1 — F(z+y)) (avec 1 — F(x) > 0). Par encadrement :

- X

. (b(x + hay) B (ﬁ(%,'g) _ f(.’E)
S B CLas?

En admettant, comme 1’énoncé 1'indique, que la limite a gauche (pour x > 0) est la

méme, la fonction = — ¢(x, y) est dérivable.

Conclusion

99 f(z)

k' =23 7 (1—- > 0.
e (z,y) T F() (1—F(z +y)) pour tous z,y > 0

3) a)Ici f(z) = e etl— F(z) = e pour « > 0. Fixons y > 0. D’apres 2) :
P %

-z
%(x,y) _ Ae e ANE+Y) — )\ ey

ox e

La fonction z + ¢(z, y) est donc de classe C! sur [0, +oo]. De plus
#(0,y) < P([X; <0]) = 0. Par le théoréeme fondamental de 1’analyse :

o(z,y) = ¢(0,y) + /gﬁ AeMe M dt = (1—e )
0
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Conclusion

d(z,y) = (1 — e *®)e Y pour tous z,y > 0.

b) Loide R, — R;.Soity > 0. La suite d’événements ([R; < m]N[Ry — R; > y]),,en €St

croissante, de réunion [R, — R, > y]. Par continuité monotone :

P([Ry— R, >9]) = lim ¢(m,y) =e MV

m—+00

Comme R, — R, > 0, sa fonction de répartition est nulle sur | — 0o, 0] et vaut 1 — e ¥

poury > 0: Ry, — R, suit la loi exponentielle de parameétre \.

Indépendance. Pour z,y > 0:

P([Ry <@]N[Ry— Ry <y)) = P([Ry <a]) — d(a,y) = (1 —e*) — (1 —e")e™™

= (1 —e)(1—e)

ce qui est égal a P([R, < z]) P([Ry — Ry < y]). Les variables R, et R, — R, sont

positives; d’apres le rappel du préambule, elles sont indépendantes.

Conclusion

R,—R, suitlaloi exponentielle de paramétre ), et R, et R, — R, sontindépendantes.

4) a) Soit z,y > 0. Par indépendance de R, et R, — R, les événements [R; < z] et
[Ry — R, > y| sont indépendants, donc :

¢z, y) = Fz) (1-G(y))
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Méthode 1 — Avec la dérivée partielle de 2).

D’apres I'expression ci-dessus, a—¢(x, y) = f(z)(1 —G(y)). Avec2) :

Ox
fl)(1—-G(y)) = 1f(—;>(m)(1 — F(x +y)), et comme f(z) > 0, on peut simplifier par
f().

Méthode 2 — Directement avec I’encadrement de 1) b).

Pour h > 0, ¢(z+ h,y) — ¢(z,y) = (F(x+h)— F(z))(1 —G(y)), avec F(x+h)— F(z) > 0

par stricte croissance de F. En divisant 'encadrement de 1) b) par ce nombre :

1-F(z+y+h)
—F@) Sl CWs

et en faisant tendre i vers 07, la continuité de /' donne I'égalité.

La méthode 1 s’appuie sur la dérivée partielle (dont la limite a gauche a été admise) ; la

méthode 2 n’utilise que I'encadrement établi et la continuité de F', sans résultat admis.

Conclusion

1—F(z+vy)

—1— > 0.
1— Fz) G(y) pour tous z,y > 0

b) Avecz =0et F'(0) =0,a) donne 1 — F(y) =1 — G(y), donc G(y) = F(y) pour tout
y > 0: G et F sont égales sur [0, +00[ (et G est nulle sur | — oo, 0], comme la fonction

de répartition de X ).
1-Fz+y)

1—F(z)
(X, >z 4y C[X; >x]et P([X; >x])=1— F(z) >0,donc:

L'égalité de a) s’écrit alors, pour tous z,y > 0, =1—F(y).Or
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P(X,>z+y)) 1-Flz+y)
P([X, > z]) 1—F(x)

P([X, >z +yl/[X) > 2]) = =1-F(y) = P([X; >y])

La variable positive X vérifie la propriété d’absence de mémoire; d’apres le rappel du

préambule, elle suit une loi exponentielle.

Conclusion

G = F etlaloi de X, est exponentielle.

Relevé des adaptations

Ml —=x
e 1.1) ¢) : rectification d’une erreur du document fourni. Les majorants % et
ne
Mz sont remplacés par M1 —2) et Mz Justification : les majorants annoncés
2ne? P P 4ne? dne?’ ' )

sont vrais mais ne permettent pas de déduire 1'inégalité de d), qui demande ymvok
ne

les nouveaux majorants sont plus forts, vrais, et rendent la déduction possible.

e 1.3) a) : le polyndme est noté @ au lieu de P. Justification : éviter la confusion avec la

probabilité P.

e I1.4) b) : Question adaptée au programme actuel; le changement de variable non
affine u = F'(z) est indiqué dans I’énoncé. Justification : le référentiel demande

d’indiquer les changements de variable non affines.

e III.B: la fonction de deux variables est notée ¢ pour la distinguer de la fonction ¢ de la

partie L. Justification : clarté des notations; aucune incidence mathématique.
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