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Dans tout le probléme, p désigne un entier naturel fixé et n un entier variable supérieur

ou égal a 1. La partie IV utilise uniquement les notations et les résultats de la partie III.

Partie I

1. Vérifier que, pour tout réel ¢t # 1:

) tp+2
_— = t?
D DLRS

puis :

1 221 ak) 2
—n(1--) =Y — 0<a(k) < ——.
n( k) 25 T <alk) < 73

2. On désigne par M un réel positif ou nul et on envisage une série réelle

+oo
DIE"

k=2

dont le terme général vérifie |z,| < M /kPT2.
Justifier la convergence de la série. Prouver que, pour tous entiersn > letm >n +1:

U 1< ™odt

1=n+1
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En déduire :

U 1 1
Z P2 < p+1°
i=nt1 (p+1n

puis, pour toutn > 1:

+oo

D

k=n+1

~ (p+1nPtt

Partie II : une premieére approximation de In(n!)

HEC — Mathématiques 1 — 1994

1. Expression de In(n!) a ’aide d"une suite.

1. a) On consideére la suite (v;,),~, définie par :

k
k—1

Prouver que, pour toutn > 2:

ln(n!):ka—l—/ Intdt.
k=2 1

Expliciter / Intdt.
1

1. b) Etablir que, pour tout k > 2 :

vkz/o (Ink —In(k — u)) du.

En déduire :
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1
vy, = %(lnk _in(k—1)) —/ “k__lf du.
0

Dans la suite de cette partie, on pose, pour k& > 2:
1
—1/2
wy, = / u—1/ du.
y k—u

1. c¢) Montrer que, pour toutn > 2:

1 n
In(n!) =nlnn—n+ §1nn+ 1—;1%.

2. Etude de la suite (w},) 0.

Prouver que, pour k > 2:

w _1/1ﬂdu
k=9 b (k—w)?
En déduire 0 < w, < 1/(12(k — 1)2).

Ainsi, la série
“+00
>
k=2

1
converge. On admettra que sa somme vaut 1 — 3 In(27).

Dans toute la suite du probléme, on note (¢,,),,~, la suite définie par :

+oo
gn = E wk.

k=n+1

3. Evaluation asymptotique de In(n!).
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Montrer que, pour toutn > 1:

1 1
In(n!) =nlnn—n+ §lnn + 5 In(27) + ¢,,. (1)

4. Majoration du reste ¢,,.

En utilisant la seconde question de la partie I, établir que, pour n > 2:

1

0<e, <—— .
== 19— 1)

Partie III : une approximation générale de In(n!)

Cette partie a pour objet d’étudier plus précisément le comportement asymptotique de

(gn)nzl'

1. Evaluationde &, ; — &;.

A l'aide de I’égalité (1) de la partie II, établir que, pour k > 2:

sk_l—sk:—<k—%>ln(1—%> — 1.

Déduire de la question I. 1 que, pour k£ > 2 :

p o
b,  d(k) i
—e, = § R0 —~ e <1 2

2. Une premiére évaluation de ¢,,.

Dans cette question, on fixe p = 1, de sorte que (2) s’écrit :

1 d(k)
1= g g

On pose 1), = ¢, — ¢; /k, ot ¢; désigne un réel.
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2. a) Montrer que, pour k > 2:

1 —_—
1—-1/k

+@ 0<g(k) <2

1
1 —
+k k27 =

2. b) Déterminer ¢, de sorte que |r,_; —r,| < 7/(6k%) pour k > 2.

Le réel ¢, étant ainsi choisi, établir que, pourn > 1:

+o0
k=n-+1 n
2. ¢) Prouver que
“+00
Z (They —T) =Ty
k=n+1
et en déduire, pourn > 1:
1 1 1 A 7
ln(n!):nlnn—n—i—glnn—l—ﬁln(%r)—km—l—%, |)\1(n)|gﬁ.

3. Une seconde évaluation de ¢,,.

Dans cette question, on fixe p = 2, de sorte que (2) s’écrit :

Ep_1 —Efp = ! + ! +d(k)
k=l %k T op2 T oq9K3 TRt

On pose rj, = ¢, — 1/(12k) — ¢4 /k?, ol ¢, désigne un réel.

3. a) Montrer que, pour k > 2:

A l'aide de III. 2. a), prouver que :
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1 2 go(k)
—:1 — < < .
Ao TR e 0< gy(k) <8

3. b) Vérifier que, pour k > 2

2c 1 1
e = 1= =22+ (d(B) = 7501(0) — e292(8) ) 75

Déterminer c, de sorte que |r,_; —r,| < 7/(6k*) pour k > 2.

3. ¢) Prouver que, pourn > 1:

1 1 1 Ayn) 7
In(n!) = nlnn—n+ = —In(2m) + — + =2 < .
n(n!) =nlnn n+21nn—|—21n( 7r)+12n+ 5 |)\2(n)|_18

Désormais, dans toute la suite du probleme, p désigne un entier fixé non nul.

4. Etude d’un systéme auxiliaire.

Les réels by, ..., b, étant définis en I1I. 1, on envisage le systeme & de p équations linéaires

aux inconnues z, ..., z,, qui s'écrit AX = B, avec:
T by

X = , B=
Lp b,

La matrice A est carrée d’ordre p; son coefficient a la ligne 7 et a la colonne j est :
() sij<i,
0 sij > 1.

Que valent les éléments diagonaux de A? Montrer que § admet une solution et une

seule, notée (cy, ..., c,).
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5. Evaluation asymptotique de ,,.

On pose, pour k > 1:

p Cq
rk:5k_ E E,
q=1

les ¢, étant les coefficients de la solution du systéme précédent.

5. a) En appliquant la formule de Taylor avec reste intégral a un ordre convenable a la

fonction t (1 —¢)79, pour ¢ € {1, ..., p}, montrer que, pour k > 2:

patl ; 1/k _ )patl
1 |+ Z (q—i—z' 1) 1 Jrq(q-l—l) (p+1)/ (1/k—t) dr.
=i 0

a-1/k7 i JET g+ (1—1)?

Prouver que :

1/k 1 _ 1\p—q+1 p+2 1/k
0 S/ ( /k t)p+2 dt < <L> / up—q—i—l du.
" (1—1t) k—1 ;

En déduire :

1 P fg+i—1\1 g,k p+1
—_— = — 4+ — < < pt2
SV ( i )k’*k””’ 0= g,k) < (q—1)2
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montrer que, pour k > 2 :

5. ¢) On pose m, = max{|c,|,...,|c,|} et M, = 1+ 223m, .
Prouver que, pour k > 2:

MP

ey — gl < TR

5. d) En déduire, pourn > 1:

1 1 P Cq Ap(”) MP
In(n!) :nlnn—n+§lnn+§ln(2w)+;ﬁ+ L )l < o

Partie IV : étude d’un algorithme

On étudie un algorithme de calcul des coefficients ¢y, ..., ¢, solution du systéme & de III.
4.

On appelle cotit le nombre d’additions, de soustractions, de multiplications et de
divisions effectuées pour calculer les coefficients. On ne compte pas les affectations,

tests, allocations de tableaux ni les opérations de gestion des indices et des boucles.

L'entier p > 1 est fixé. On utilise des tableaux NumPy et une indexation de 1 a p : la case
d’indice 0, ainsi que la ligne et la colonne d’indice 0, ne sont pas utilisées. Les tableaux

sont créés ainsi :

Python

import numpy as np

o
I

np.zeros(p + 1)

Q
I

np.zeros(p + 1)
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A = np.zeros((p + 1, p + 1))

Les fonctions renvoient le tableau qu’elles ont calculé.

1. Ecrire une fonction Python SecondMembre (p) calculant le second membre B du

systéme §. Déterminer un équivalent de son cofit lorsque p — +ooc.

2. On envisage la fonction suivante :

Python

import numpy as np

def Coefficients(p):
A = np.zeros((p + 1, p + 1))
Al1, 1] = 1
for j in range(2, p + 1):
Al1, j1 =0
for i in range(2, p + 1):
Ali, 1] = 1
for j in range(2, i):
Ali, j1 = A[L -1, j - 1] + A[i - 1, j]
Ali, i] = 1
for j in range(i + 1, p + 1):
Ali, j1 =0

return A

Expliquer le role de cette fonction. Déterminer un équivalent de son cofit lorsque

p — +00.

3. Ecrire une fonction Python Approximation(A, B, p) renvoyant C tel que C[i] = ¢;

pouri € {1,...,p}, apres calcul de B par SecondMembre (p) et de A par

Coefficients(p). Déterminer un équivalent de son cofit lorsque p — +oc.
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4. Déterminer, lorsque p — +o0o, un équivalent du cofit total de la détermination des

coefficients.
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