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Partie I

Le parametre x appartient a |0, 1[. Dans les questions faisant intervenir r, cet entier est

fixé lorsque n ou k tend vers l'infini.

1. Il s’agit d'une somme géométrique finie de raison = # 1. Ainsi :

1 — anrl

s(n,0) = Zxk =—\

= 1—2z

Comme 0 < z < 1, 2" — 0. Le dénominateur est strictement positif, donc :

) 1
ngrpoos(n, 0) = T

La formule est valable aussi pour n = 0, ou elle vaut 1.

2. (a) En multipliant la somme finie par 1 — z, les coefficients intermédiaires se

soustraient :

(1—2z)s(n,1) =1+ zn:((k +1) —k)z¥ — (n + 1)z" L.
k=1

Donc :
(1—x)s(n,1) = s(n,0) — (n + 1)z""L.

La croissance comparée des puissances et d"une exponentielle décroissante donne
(n 4+ 1)z — 0. Pour le voir, on peut écrire z = e © avec ¢ = —Inz > 0 : le terme

devient (n + 1)e~¢"*1), qui tend vers 0.
Avec le résultat de 1 et puisque 1 — = > 0, on obtient :

. 1
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2. (b) On dérive uniquement une identité entre fonctions comportant des sommes

finies. Pour une variable réelle ¢ €]0, 1] :

t — tn+2

Z Ztk+1 1_t

=0

La dérivée du membre de gauche vaut

> (k+ 1)tk

n
k=0

La regle de dérivation d"un quotient donne pour le membre de droite :

(1—(n+2)t"")(1—¢t) + (t —t"2) 1—(n+2ﬁm4+(n+rwﬁﬂ

(1-1)? N 1-1)?

En prenantt¢ =z :

—(n ™+ (n "2
s(n,l)zl ( +2)(1_;-)2< +1) .

Chacun des deux termes comportant un facteur linéaire en n et une puissance de x tend

vers 0, par croissance comparée comme en 2. (a). La limite vaut donc a nouveau

1/(1— ).

Cette preuve ne dérive pas une série infinie et n’échange pas une limite avec une dérivée.

3. (a) Posons ¢;, = (”k) En soustrayant deux sommes finies :

(1—x)s n'r—co—i—z  — Cp_1)2F — e 2L,

On a ¢ = 1, et I'identité de Pascal rappelée donne :

Cp — Cp—1 = (rtﬁl)-
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Or (1’:}) =1,donc:

" (r+k—1
1+Z( r_1 )wkzs(n,r—l).

k=1

Par conséquent :
(1—z)s(n,7) = s(n,r —1) — ("")a"+,

T

Les indices sont valides puisque r > 1. L'égalité vaut aussi pour n = 0, bien que 1’'énoncé

ne le demande pas.

3. (b) Ecrivons encore x = ¢ ¢ avec ¢ > 0. Pour tout entier fixé r > 0, la croissance
comparée donne :

n"z" =n"e " — 0.

Sir=0,(y)z" =" = 0.Pourr > 1:

(n+r> (nt+Dn+2)(ntr) _(ntn)"

T r! rl

Pourn >, (n+r)" <2"n". Ainsi :

27’
0< <n+r)ac" < —n"z" — 0.
T r!

n+r
T

On obtient aussi ("'")z" ™! — 0, puisque le facteur supplémentaire z est constant.

Procédons maintenant par récurrence sur r. Au rang r = 0, la question 1 donne la limite
1/(1 — z). Supposons, pour un entier r > 1, que :

s(n,r—1) — Az

L'identité de 3. (a), et la limite nulle du terme de bord que nous venons de démontrer,
donnent :

1

(1—x)s(n,r) — Ao
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En divisant par 1 — z > 0, on obtient s(n,r) — 1/(1 — z)""!. La récurrence est achevée,

et:

Cette égalité de série provient directement de la convergence de ses sommes partielles.

3. (c)Si0 <y < 1,onapplique 3. (b) avec y a la place de « : 1a série positive converge, et

sa somme vaut 1/(1 —y)" 1.

Siy = 1, chaque terme vaut (Ttk) > 1, donc il ne tend pas vers 0. La série diverge.

Siy > 1, chaque terme est au moins y*, qui tend vers +oo. La condition nécessaire de

convergence d'une série n’est donc pas satisfaite, et la série diverge.

Ainsi, pour y > 0, la série converge exactement lorsque y < 1. Aucun critere de quotient

ou de racine n’est nécessaire.

Partie 11

On pose p = 1 — z €]0, 1[. Un succes signifie I'obtention de pile. La probabilité d'un

succes est p, celle d'un échec est x.

A/

1. Si B, est l'indicatrice de pile au jet j, les B, sont mutuellement indépendantes, de

méme loi de Bernoulli de parameétre p. On a
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Il en résulte :

S, ~B(n,p), P(S, =k) = (") pEam k(0 <k < n).

La variable est bornée, donc ses moments existent. Les formules de la binomiale

donnent :

E(S,) =np=n(l—x), V(S

) =npr =nz(l —x).

2. Pour que le premier succes survienne au jet m > 1, il faut m — 1 faces puis une pile.

Par indépendance :

La probabilité des m premiers échecs vaut 2™ — 0, donc un premier succes survient

presque stirement. On reconnait la loi géométrique sur N* de parametre p :
T, ~ G(p).

Puisque 0 < p < 1, son espérance et sa variance existent et valent :

1 1 1—p x
E(T)=-= VI(T,) = = .
( 1) p 1_:1:7 ( 1) p2 (1_1.)2

3. (a) La r-iéme pile survient au jet k + r si et seulement si les k + r — 1 premiers jets
comportent exactement r — 1 piles et si le dernier jet est pile. Cela donne exactement

'égalité d’événements de 1"énoncé.

L'événement relatif aux premiers jets est indépendant du résultat du jet k£ + r. Pour
kE+r—1 > 1, on utilise la loi binomiale; pour r = 1, k = 0, on utilise la convention

Sy = 0. Dans tous les cas :

k4+r—1Y\ kE+r—1\ .
P(TT:k—i-r):( r—1 >p"° 1a7k-p:< o )pxk.

Les rangs inférieurs a r sont impossibles. La somme de ces probabilités est, grace a I. 3.
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(b) :

+0o IES
k+r—1 1
PT.=k+r)=p" ( )xkzp"’—rzl.
kz_% Z r—1 (1—2x)

Ainsi le r-ieme succes survient presque stirement a un rang fini. La loi de 7, est
entierement donnée par la formule précédente sur {r,r + 1, ...} ; aucune loi
supplémentaire n’est supposée connue. Sur I'événement négligeable o1 ce succes

n’aurait pas lieu, une valeur arbitraire peut étre attribuée a 7, sans changer sa loi.

3. (b) Méthode 1 — Utilisation de la somme s(r)

La variable T, est positive. Pour établir 1’existence de son espérance et la calculer,

étudions la série de son premier moment. L'identité factorielle :

(kJ”’)(kjiIl) :T(k:r)

donne :
+oo 00
k+r
(k+nr)P(T.=k+r)=1rp" ( >xk

La série de droite converge par L. 3. (b). Elle vaut rp”s(r) = rp" /p"*!, donc I'espérance

existe et :

Méthode 2 — Temps d’attente entre succes

Posons T,y =0 et D; =T, — T, , pour 1 < j <r. Pour des entiers fixés d;, ... ,d, > 1,
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I'événement [D; = dy, ..., D, = d,] impose successivement d; — 1 faces puis une pile

dans chaque bloc. Il concerne un nombre fini, fixé, de jets. Leur indépendance donne :

P(D,=dy,...,D, =d,) = pra=i%Y = T (pa%1).
j=1

Chaque facteur est la probabilité d"une géométrique de paramétre p. La factorisation de
cette loi conjointe, dont les probabilités marginales ont une somme égale a 1, prouve que

les D, sont mutuellement indépendantes et suivent toutes G(p).

Il est important de justifier cette indépendance par la loi conjointe : le seul fait de parler

de blocs dont les longueurs sont aléatoires ne suffit pas.

Comme T, = D, + -+ + D, presque stirement et que chaque D; posséde une espérance

finie, la linéarité donne :

La premiere méthode suit la demande de 1'énoncé; la seconde explique I’attente du

r-ieme succes comme une somme de r attentes identiques.

3. (c) Méthode 1 — Second moment obtenu par les coefficients binomiaux

L'identité factorielle :

(k+r)(k+r+1)<kj:1) ZT(TH)(kiTl)

donne :

+00 +00 k+r—+1
Z(k+r)(k+7“+1)P(TT:k:+r):r(r—i—l)p’"z( ):I:k
k=0 per SN
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La derniére série converge par I. 3. (b) et vaut s(r + 1) = p~"*2). Donc :

7“(7’—}—1).

p2

Ce calcul justifie I'existence du second moment, car 0 < 72 < T,.(T,. + 1). Par linéarité

d’espérances désormais connues comme finies :

E(T?) + E(T,) = Wp—;rl),
oy r(r+1) T
E(Tr) - pQ p'

La formule de Huygens donne :

V(T):M_f_ﬁzuzﬁ_

" p? p p p p

Méthode 2 — Somme d’attentes indépendantes

Les variables D; définies en 3. (b) sont indépendantes de loi G(p), et possédent des
moments d’ordre deux. La somme finie 7, posséde donc aussi un second moment. La

variance d'une somme indépendante donne :

Avec E(T,) = r/p, la formule de Huygens entraine :

re 2 r r@+r+p) rir+1)
ETH+ET)=S+—5+-= = ;
p* p* op p? p?

puisque = + p = 1. On retrouve les deux résultats demandés. Les sommes de coefficients
donnent un calcul direct des moments; la décomposition indépendante permet de

retrouver la variance plus rapidement.
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B/

1. Il faut au moins N jets pour obtenir NV occurrences d'un des deux résultats, donc
Z > N.

Apres 2N — 1 jets, il est impossible que pile et face soient tous deux apparus au plus
N — 1 fois : leur nombre total serait au plus 2N — 2. Le jeu a donc nécessairement fini, et
Z <2N —1.

Pour chaque & € {0, ..., N — 1}, la suite composée de N — 1 piles, puis de k faces, puis
d’une pile termine exactement au rang N + k. Sa probabilité est p" 2% > 0. Tous les rangs

entre les bornes sont donc possibles :
Z(Q)={N,N+1,..,2N —1},

au sens des valeurs de probabilité strictement positive. En particulier,si N =1, Z = 1.

2. 510 < k < N — 1, une fin par pile au rang N + k impose N — 1 piles et k faces parmi

les N + k — 1 premiers jets, puis une pile au dernier jet.

Ces décomptes assurent que le jeu n’a pas fini auparavant : ni pile ni face n’atteint IV

occurrences dans les premiers jets. Par indépendance et dénombrement :

P(fin au rang N + k par pile) = (N Tk 1) Nk

Sik > N, lafin aurang N + k est impossible d’apres 1. On ne doit pas appliquer sans

restriction la loi de Ty : elle permettrait des trajectoires ou face a déja arrété le jeu.

Ainsi, pour tout k € N, la probabilité demandée vaut la formule précédente pour
0<k<N-1etOpourk>N.

3. En échangeant les roles de pile et face, la probabilité d"une fin par face au rang N + k
est, pour0 < k<N —1:

(M haNph,

Les fins par pile et par face sont disjointes : le dernier jet ne peut pas étre les deux a la

10/20



@ Prépa Simple HEC / ESCP — Mathématiques 2 — 1991

fois. On additionne donc leurs probabilités :

N+E—-1

mZ=N+@=< N1

)(pN:ck—l—wNpk), 0<kE<N-—1.

Pour tous les autres entiers, la probabilité est nulle. L'ensemble des événements ainsi
décrits couvre toutes les trajectoires, puisque le jeu termine au plus tard au rang 2N —1;

leur somme de probabilités vaut donc 1.
Pour N = 1, la seule probabilité vaut p + x = 1, conformément a Z = 1.
C/

On conserve p = 1 — z. Une pile au jet k rapporte A\a*~! mais cotite aussi la mise a*~*. Le
k-1

gain net est donc (A — 1)a*!; une face donne le gain net —a
Les succes jusqu’au r-ieme apparaissent aux rangs 77, ..., T,.. En comptant séparément

les paiements regus et toutes les mises engagées, on a l'identité presque stire :

r T
G. =)\ o7t — E ak 1.

r
j=1 k=1

C’est une identité entre sommes finies pour chaque trajectoire o1 7', est fini, événement

de probabilité 1. Elle n"utilise aucune regle d’arrét probabiliste.

1. (a) Lorsque a = 1, un seul paiement de montant A a été recu a la date 77, et 7, mises

d’un franc ont été engagées. Ainsi :
Gl = )\ - Tl'

La variable T} posséde une espérance finie; |G| < A + T garantit I’existence de celle de

G, . Par linéarité :

1 1
B(G)=A——=A-1—.
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1. (b) AurangT,, le joueur a requ r paiements de montant \ et engagé 7, mises d'un

franc. Ainsi :

G . =r\A—T.

T T

Comme E(T,) = r/p < +00, I'espérance de G,. existe et :

r 1
E = — = = R .
(G,) =1\ . r ()\ | —x)

Le signe de 'espérance dépend donc de la comparaison entre A\(1 — x) et 1.

2. (a) Pour a > 1, la somme géométrique des mises jusqu’au premier succés vaut
(a™r —1)/(a —1). Ainsi :

T
a'l—1 1 A 1
G, =XaT171 — = (—— ) I
! @ a—1 a—l+ a a—1 @

Posons ¢ = A/a —1/(a —1). Les valeurs T} = 1 et T} = 2 ont toutes deux une probabilité
strictement positive et donnent deux valeurs distinctes de o™, puisque a > 1. Par

conséquent, GG, est constant si et seulement si ¢ = 0.

Cette condition équivauta A(a — 1) = a, puis a:

Cette valeur est bien supérieure a 1 car A > 1. Dans ce cas :

1
G, = =A—1,
1 a—1

quelle que soit la date du premier succes, et son espérance existe toujours.

Etude de E(a”) : 1a variable est positive. D’apreés la loi géométrique :

+00 ICS
Z am™P(Ty =m)=ap Z(aw)k.
m=1 k=0

Cette série géométrique converge exactement lorsque ax < 1. Dans ce cas :

ap
1—ax’

E(a™) =
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Si ax > 1, la série diverge : a’* n’admet pas d’espérance finie.

Etude de E(G,) : si ¢ = 0, G est constant, méme lorsque a’* n’est pas intégrable. Il faut

donc traiter ce cas avant toute utilisation de la linéarité.

Sic # 0, lidentité G; = 1/(a — 1) + ca’* montre que l'intégrabilité de G, et celle de a’

sont équivalentes. En effet, dans un sens |G| < 1/(a — 1) + |c|a’? ; dans l'autre :

r, _1Gi—1(a=D| _|Gi|+1/(a—1)

a =
] id

Ainsi, si ¢ # 0, 'espérance de (G, existe exactement lorsque ax < 1. Dans ce domaine :

1 +()\ 1) ap  Ap—1
a—1 l—ax 1—az’

E(Gl) =

a a—1

La simplification utilise p + x = 1. En résumé, E(G, ) existe si et seulement si ax < 1 ou

a = \/(A —1); sa valeur dans le cas constant est A — 1.

2. (b) Lidentité générale des gains donne :

a2 —1

Gy = daTr7t + g2t —
a—1

7

soit, avec le méme coefficient ¢ :

1 A
+ =aTr + ca™z.

G, =
27 4—-1 " a

Pour calculer les moments exponentiels, utilisons la loi obtenue en A/3. (a). Pour tout

g>1:

+o0 ‘ o +oo k + ] 1
Za’““P(Tj =k+j)=a’p? Z ( , )(aa:)k.
k=0 k=0

ParI. 3. (c), cette série converge exactement lorsque ax < 1. Dans ce cas, en posant :

ap
1—ax’

Q=

ona E(a’) = Q7. En particulier les deux moments nécessaires au gain G, sont finis. Par

domination par une somme finie de variables intégrables, G, est intégrable et :

1 A
E(G,) = 1,9t cQ?.
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Une forme simplifiée, utile pour la suite, est :

1—XAp
a—1

E(G,) = (1-@2).

Pour la vérifier, écrivons l'expression précédente comme
A

~(Q+Q* —(Q*—1)/(a—1), puis utilisons :

a

a—1 Q P

Q-1=

1—ax’ a 1—ax’

Il reste a établir la non-existence pour ax > 1, sans supposer quune différence de

variables non intégrables ne pourrait jamais se simplifier.

Sic=0,onaGy=1/(a—1)+ (Aa)a®* > 0. Comme E(a’) n’est pas finie, G, n’est pas

intégrable.

Si ¢ # 0, considérons les événements disjoints £, = [T} = 1,7, = k+ 2], pour k£ > 0. Ils

imposent une pile, k faces, puis une pile, donc P(E,) = p*z*. Sur E,, :

1
G, = A k+2.
2 a—1+ + ca

Le terme constant est fixe et a*™? — +o0. Pour k assez grand, l'inégalité triangulaire
inversée donne donc |G| > |c|a*t2/2. Si G, était intégrable, pour tous les entiers

M > K avec K assez grand, la sommation sur les événements disjoints donnerait :

Lorsque ax > 1, ces sommes finies augmentent sans borne quand M tend vers l'infini.
Elles ne peuvent étre majorées par une espérance absolue finie. Ainsi GG, n’est pas

intégrable.

Conclusion

pour a > 1, G, posséde une espérance exactement lorsque az < 1, et sa valeur est

celle donnée ci-dessus.
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2. (c) Question adaptée au programme actuel : la formule est demandée dans le

domaine ax < 1, et le cas exceptionnel d"une espérance existante pour r = 1 est

traité séparément. La formulation générale du PDF omet ce cas et peut conduire a

une expression indéfinie lorsque ax = 1.

Pour tout r > 1, I'identité des gains devient :

G : +A§iT+ f
= = a I ca'r
" oa—1 a ‘= ’

avec une somme vide si r = 1. Elle s’écrit aussi :

Existence lorsque ax < 1

Tous les a7, pour 1 < j < r, possedent une espérance finie, comme montré en 2. (b), et

E(a%5) = Q7. L'identité finie garantit alors l'intégrabilité de G,, sans qu'il soit nécessaire

de supposer les T; indépendants.

Par linéarité :

R

a

Poura > letar <1l,ona@ >1carQ —1=(a—1)/(1 —az) > 0. La somme

géométrique finie donne :

zr: Qj Q(QT _ 1) A Q

Jj=1
Ainsi :
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BG,) =P gr o1y =12 (1—%)

a—1 1—ax
qui est la formule demandée, avec p =1 — x.

Non-existence pour az > 1, sauf un cas au premier succes

Sic # 0, fixons les r — 1 premiers jets comme des piles, suivis de k faces puis d"une pile.
L'événement E), ainsi obtenu a une probabilité p"z* et impose T; = j pour j < r, puis

T, = r + k. Les E,, sont disjoints. Sur chacun d’eux :

G,= A, +ca™¥, A = +)‘

La quantité A, est constante pour r fixé. Pour k assez grand, |G,.| > |c|a""*/2. Si G, était
intégrable, pour tous les entiers M > K avec K assez grand, le calcul sur ces

événements donnerait :

’I"T

S a

k=K

E(lG,) > |

Les sommes de droite augmentent sans borne lorsque M tend vers l'infini, puisque
ax > 1. Elles ne peuvent étre majorées par une espérance absolue finie. Ainsi G, n’est

pas intégrable.

Sic=0etr>2,0na:

)\’f‘ 1
G, = —I——ZaTﬂ _—aTl > 0.

— a

Le moment de a”* n’est pas fini lorsque az > 1, donc celui de G,. ne I'est pas non plus.

Enfin, sic = 0etr =1, la somme est videet G; = 1/(a — 1) = A — 1 est constant. Son

espérance existe pour toute valeur de x €]0, 1], y compris azx > 1.
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Conclusion complete : pour r > 2, I'espérance de G, existe exactement lorsque ax < 1.
Pour r = 1, elle existe lorsque ax < 1 ou lorsque a = A/(A — 1). Dans ce dernier cas, elle
vaut A — 1. En particulier, sia = 1/x et A = 1/p, le gain G, reste constant mais la formule

du PDF contient un dénominateur nul ; sa rectification est nécessaire.

2. (d) Limite lorsque r — +o00

On fixe a > 1. Pour que toutes les espérances a partir de r = 2 soient définies et finies, il
faut ax < 1.Si ax > 1, le cas constant au premier succes ne définit pas une suite

d’espérances finies; il ne permet donc pas de demander une telle limite.

Supposons 1 < a < 1/z. Alors @ > 1, donc Q" — +o0. La formule précédente donne :

Ap—1
E(G’F): a_]_

(@ —1).

Puisque a — 1 > 0, on obtient :

e Si\p>1, E(G,) = +oc.

e Sip <1, EG,) - —oc.

e Si\p =1, E(G,) = 0 pour tout r, donc la limite vaut 0.

Dans les deux premiers cas, il s’agit de limites infinies; seule la troisieme fournit une

limite réelle finie.
Limite lorsque a — 1%, pour r fixé

Les parametres r, z et A sont désormais fixés. Comme z < 1, les valeurs de a > 1
suffisamment proches de 1 vérifient ax < 1. La formule est donc valide dans tout un

voisinage a droite de 1.

Ona Q(a) — 1 et, exactement :

Qa) -1 _ 1

a—1  1—az

La factorisation Q" — 1= (Q — 1)(1 + Q + -+ Q" ') donne:
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1+ Q)+ + Qa)

E(G,) = (p—1) -

Le numérateur de la fraction tend vers r et le dénominateur vers p > 0. Ainsi :

iz E(GT):M:rQ— ! )

a—1* p

On retrouve exactement le résultat de C/1. (b). La factorisation finie suffit; aucune regle

de I'Hopital n’est utilisée.

3. (a) L'hypothése générale a > 0 reste en vigueur : on adonc 0 < a < 1. Puisque z < 1,
az < 1. Les conditions d’existence de E(a’) sont vérifiées; plus directement

0 < a™' < 1, donc cette variable est bornée.

Pour tous les j > 1, le calcul de série de C/2. (b) reste valable et donne :

E@h) =@, Q= "

1—ax’

Chaque gain élémentaire est de valeur absolue au plus Ma*~1, avec M = max(1, A — 1).

Ainsi, sur chaque trajectoire :

T
- M
G|l<M k=1 < .

L'espérance de G, existe donc pour tout r. L'identité des gains reste valable pour a # 1,

et le calcul de la somme finie des @’ reste valable pour @ # 1. Or :

donc 0 < @ < 1. Le méme calcul que dans C/2. (¢) donne :

1= Xp

E(G,) =~

(1-Q7).

Comme Q" — 0, on obtient :

lim E(G,) = 1—)\p_)\(1—x)—1.

r—+00 a—1 l1—a

Cette limite est finie pour les parameétres considérés.
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3. (b) Posons By, = 1yjc au jet - Alors By, suit une loi de Bernoulli de parameétre

p=1—=x.

Si B, = 1, le gain net vaut (A — 1)a*!; si B, = 0, il vaut —a*!. Ces deux valeurs se

résument par :
gr = a" 1 (AB, —1).
Cette variable est bornée pour £ fixé, et son espérance est :

E(gy) = a" H(AE(By) —1) = a* 1 (Ap — 1).

3. (c) Par définition,

k=1

C’est une somme finie de variables intégrables. Par linéarité :

E(H,)=> E(g)=0Mp—1)) a1

m m
k= =1

1 k

Pour 0 < a < 1, la somme géométrique vaut (1 —a™)/(1 —a), donc:

AM1l—z)—1

E(H,,) = l1—a

m

(1—a™).
Puisque a™ — 0 :

lim B, )< =21

m——+00 1—a

Cette limite coincide avec celle de C/3. (a). Les deux calculs sont indépendants : ici
l’arrét se fait aprés un nombre déterministe de jets; auparavant il se faisait au rang
aléatoire du 7-ieme succes. Aucun échange entre une somme infinie et une espérance

n’est nécessaire pour établir ces limites.
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Relevé des adaptations

e II. A/3. (a) : explicitation de S, = 0, nécessaire au cas r = 1, k = 0; aucune

modification de la loi ni des résultats demandés.

e II. C/2. (c) : précision du domaine az < 1 pour la formule annoncée et traitement
séparé du cas exceptionnel r = 1, a = A/(A — 1). Le PDF affirme la formule dés que
'espérance existe, alors que ce cas peut donner un gain constant avec ax = 1, ot1 la
formule contient un dénominateur nul. L'étude d’existence est conservée

intégralement.
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