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Partie I

m . . . :
1. Sur 0, 5], les fonctions x - 1/x et x - cos =/ sin = sont continues, car x et sinz ne

s’annulent pas. Il reste a examiner la limite en 0.

Méthode 1 — Développements limités usuels

3 2
Lorsque x — 0, on dispose de  sinz = x — % +o(z®)etde cosz=1-— % + o(z?).

En mettant les deux termes de f au méme dénominateur,

sinx — xcosx

f(x) =

rsinx
3 23 3

23 7
Le numérateur vaut T T Th o(x?®) = =+ o(x?), et le dénominateur vaut

22 + o(z?). On obtient donc

En particulier, f(z) — 0 = f(0) lorsque  — 07. La fonction est continue sur tout [0, g]

Méthode 2 — Représentation intégrale et encadrement

Posons r(z) = sinz —zcosz. Ona r(0) = 0 et ' (z) = xsinz, donc, par le théoreme

fondamental du calcul intégral,

r(m)z/ tsintdt.
0

™

Pour 0<t< -,ona0 <sint <t:laseconde inégalité résulte de la croissance de

\)

t —sint, dont la dérivée est 1 —cost > 0 et dont la valeur en 0 est nulle. Ainsi, pour x > 0,

xX $3
0§T($)§/ t2dt = —,
A 3
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$2

puis 0< f(x) <

Tsing’ Comme sinz/x — 1, cette derniére borne tend vers zéro. Par
sinx

encadrement, f(z) — 0 = f(0) et la continuité est établie.

La premiere méthode donne aussi le comportement au premier ordre de f; la seconde

prouve la continuité par un encadrement positif.

T
2. Pour 0<z< 57 les dénominateurs sont non nuls. La dérivée du quotient

trigonomeétrique est

.2

<cosx)’ —sin” x — cos? x 1
- 5 3
Smx sin” x sin” x

Par conséquent,

o) = 1 1 _a?—sin’e

3 3 ~ .3
sin“x x2sin” x

Au bord droit, cette formule donne la dérivée a gauche, et la méme expression définit un

prolongement dérivable dans un voisinage de g

3. Le développement f(x) = z/3 + o(z) établi en 1. donne

— f(0 1
@ =FO 1o,
a5 3
La dérivée a droite existe donc et vaut f'(0) = 1/3. Vérifions qu’elle est le prolongement
continu de la dérivée calculée en 2.

4

2 4 £ : q . x
En élevant au carré le développement de sin z, on obtient  sin“z = 2% — 3 + o(x?).
Ainsi,
2 z? 2
r? —sin“x = = o(x?), r?sin”z = 2t + o(a?).

La formule de 2. donne donc f'(x) — 1/3 = f’(0). Sur |0, g], cette dérivée est continue,

puisque ses dénominateurs ne s’annulent pas.

La fonction et sa dérivée se prolongent ainsi contintment au bord gauche; f est de
classe C! sur [0, g], avec les dérivées unilatérales aux extrémités. On peut aussi utiliser
la méme expression pour x < 0 proche de zéro, avec f(0) = 0 : les développements
précédents sont alors bilatéraux et donnent un prolongement C'! sur un ouvert

contenant le segment.
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™
4. Pour =z €]0, 5], I'inégalité sinx < z est stricte : la fonction  — sin x a une dérivée
1 — cos x strictement positive sur cet intervalle et s’annule en 0. Comme sinz > 0, la

formule de 2. implique f’(z) > 0. Au point 0, on a aussi f'(0) =1/3 > 0.

Le théoreme des accroissements finis, applicable car f est continue sur le segment et

dérivable a I'intérieur, montre que f est strictement croissante. Ses valeurs extrémes sont

™ 2
fo =0, f(3)==
a5 0 g
Signe de f’ I +
Variation de f 0 Croit jusqu’a 2
™

En particulier, 0 < f(x) < 2/7 sur tout le segment. La tangente en l'origine est y = x/3.
Au bord droit, la pente vaut  f /(g) = 1—4/7?, et la tangente a pour équation
2 4 T

y=;+(1—p)($—§)-

La courbe suivante est tracée a partir de I'expression de f; la droite en pointillés est la

tangente en l'origine.
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f(x)

Courbe de f (m/2, 2/m)
2/ T
- - - Tangente : y = x/3
1/3 + - -
0 /4 /2 X
f est strictement croissante de 0 a 2/7.
Partie 11

1. Posons zy = x,,.; = 0 pour écrire les extrémités comme les autres lignes. D’apres la

définition des coefficients de A4,,,
(ApX); =T 1 + Tigq (I<i<n).

Ainsi le premier coefficient est z,, le dernier est z,,_; et, pour 2 < i < n — 1, le coefficient
d’indice i est z;_; + x; ;. Pour n = 2, la plage des indices intérieurs est vide et
Ay X = t($27$1)-

En multipliant a gauche par ‘X,

n n n—1 n—1
7, (X) = E (T +20q) = E :xixz’—l + E LTy =2 E T
=il i—2 5=l =il

2. (a) Pour X = ¥z,,2,), ona g5(X) = 22,75 et XXX = 27 + 3. Les deux identités
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XX — ¢y(X) = (v, —25)? 2 0, XX+ go(X) = (21 +25)> 20
donnent exactement —X X < ¢,(X) <X X.

01
(b) La matrice A, = échange les deux coordonnées. Les vecteurs U = (1, 1) et

10
V =11,—1) vérifient A,U =U et A,V = —V.

Ces vecteurs sont libres : aU + SV =0donnea+ 3 =0eta— 3 =0, puisa = 3 =0.1Is

forment donc une base de R?, dans laquelle A, est représentée par diag(1, —1).

Les valeurs propres sont donc 1 et —1, avec espaces propres respectifs RU et RV. La base

(U, V) est une base de vecteurs propres.

(c) Légalité |g,(X)| = 'X X signifie que ¢,(X) = ‘X X ou que ¢,(X) = —'XX. D’apres
les carrés de a), cela équivaut respectivement a ; = x5 oua z; = —x,.

L'ensemble recherché est donc {(R(1,1)) U*(R(1,—1)). Il contient le vecteur nul.

3. (a) Pour chaque i € {1,...,n — 1}, les inégalités (x; — z;,,)> > O et (z;, + z,,,)*> > 0
donnent

—(@f + 2}1) < 23,34 < 37+ 34

En sommant et en utilisant 1., on obtient I’encadrement demandé.

(b) Posons

[ay

n—

S = (3712 +x?+1).

-
Il
_

Les coordonnées intérieures sont comptées deux fois et celles des extrémités une fois,

donc
S =2XX —z? — 22 <2XX.
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La question a) donne |¢,,(X)| < S < 2!X X, d’ou 'encadrement annoncé.

Si g, (X) = 2'X X, les deux inégalités sont des égalités. On a alors z; = x,, = 0 et

[y

0=5~—¢q,(X)= (%“%H)Q-

%

Il
-

Tous les termes étant positifs ou nuls, x; = z; ; pour chaque i. Avec z; = 0, toutes les

coordonnées sont nulles.

Si g, (X) = —2'X X, on a encore z; = z,, = 0, et cette fois

n—

1
0=25+¢q,(X) = Z(l’z +z5,9)%
=1

1=

On obtient z,;,; = —z; pour chaque i, puis toutes les coordonnées sont nulles puisque

ZL‘l = 0.

Réciproquement, si X = 0, I'égalité |q,,(X)| = 2X X est vérifiée. L'équivalence est donc
établie, y compris pour n = 2.

(c) Par définition d"un vecteur propre, X # 0 et A, X = AX. Ainsi,

7,(X) ="XA, X = \NXX.

Comme X # 0, la question b) donne les inégalités strictes —2'X X < ¢, (X) < 2'XX. Le

nombre

XX =) a?

est strictement positif; on peut donc diviser pour conclure que —2 < A < 2.

4. Pour chaque X €] — 2, 2], il existe un unique ¢ €]0, 7| tel que A\ = 2 cost, car le cosinus

est continu et strictement décroissant de 1 a —1 sur [0, 7].
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(a) Nous construisons une solution réelle et vérifions directement la récurrence. Les

formules d’addition donnent, pour tout £ > 0,
cos((k + 2)t) + cos(kt) = 2costcos((k + 1)t),
sin((k 4 2)t) + sin(kt) = 2 costsin((k + 1)t).

En effet, on développe les deux angles (k + 1)t 4t et (k + 1)t — ¢ puis on additionne. Les

suites k — cos(kt) et k — sin(kt) satisfont donc la récurrence de F,.

Puisque t €]0, [, on a sint > 0. Posons

Uy — Uy COS't

in(kt).
— sin(kt)

vy, = ug cos(kt) +

La suite (v,) satisfait la récurrence par linéarité, et v, = u,, v; = u;. Une suite vérifiant
une récurrence d’ordre deux est déterminée par ses deux premiers termes : si deux
suites ont les mémes termes d’indices 0 et 1, la relation impose par récurrence 1'égalité

de tous les suivants.

Ainsi u;, = v, pour tout k£ > 0, soit

U — Uy COSt
+—

in(kt).
sint sin(kt)

uy, = ug cos(kt)

Cette preuve utilise uniquement des suites réelles et les formules d’addition; elle ne

suppose aucune formule générale de résolution supplémentaire.

(b) La condition u, = 0 simplifie a) en u;, = C'sin(kt), o C = u,/sint € R. La seconde

condition devient C'sin((n + 1)t) = 0.

Sisin((n + 1)t) # 0, on doit avoir C' = 0; F), (n) ne contient alors que la suite nulle.

pm

Sisin((n + 1)t) = 0, comme 0 < ¢t < 7, il existe un entier p € {1,...,n} telque t = T
n

Dans ce cas,

F\(n) = {(Csin (fﬁﬁ))kzo :C e [R}.

La suite génératrice est non nulle, car son terme d’indice 1 est sint > 0. Ce sous-espace

est donc de dimension 1.
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(c¢) Question adaptée au programme actuel : on précise A €] — 2, 2], domaine sur lequel
F\ (n) a été défini. Toutes les valeurs propres appartiennent déja a cet intervalle par

3.(c), donc cette précision ne retire aucune valeur propre possible.

Fixons X # 0 et la suite décrite dans 1’énoncé. Par 1., avec uq = u,,,; = 0, les n équations
de A,, X = A\ X s’écrivent

Uj g+ Ujpy = AU (1<j<n).

Elles sont exactement la récurrence u;,_ o = Auy,; — u;, pour 0 < k < n — 1. Les relations
k+2 k+1 — Uk P
pour k > n sont imposées par la définition des termes suivants de la suite. Les équations

matricielles sont donc équivalentes a ’appartenance de toute la suite a F,.

Ses deux valeurs de bord u = u,,,; = 0 étant déja imposées, cela équivaut a
'appartenance a Fy(n). Enfin, X # 0 garantit que I'équation matricielle fait bien de X

un vecteur propre associé a \. L'équivalence est démontrée.

(d) Si A est une valeur propre, 3.(c) permet de I’écrire 2 cost avec 0 < ¢ < 7. Un vecteur
propre non nul fournit, par c), une suite non nulle dans £, (n). D’apres b), il faut

donct =6, =pnr/(n+1)pourunp € {1,...,n}.

Réciproquement, pour chaque p de cet ensemble, la suite u;, = sin(kf,,) satisfait la
récurrence, s’annule pour k£ = 0 et pour k = n + 1, et son terme u; = sin Gp est

strictement positif. Par c),

X, = Y(sin Gp, sin(29p), s sin(nep))

est un vecteur propre non nul associé a A, = 2 cos ,,. Ce sont donc exactement toutes les

valeurs propres.

Les angles 6, sont strictement croissants et appartiennent a ]0, 7|, ol le cosinus est
strictement décroissant. Les n valeurs propres sont ainsi distinctes. Des vecteurs propres
associés a des valeurs propres distinctes sont linéairement indépendants; la famille
(X4,...,X,,) est donc une base de R".

La matrice est diagonalisable et, en notant M, la matrice de cette base,
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M YA, M, = diag(\, ..., \,,).

5. (a) La matrice A,, est symétrique, car la condition |i — j| = 1 est inchangée lorsque
I'on échange les indices. Pour les vecteurs propres considérés,

AXY = YA, X)Y =tX{(A,)Y = XA Y = utXY.

Puisque A # 11, on obtient ‘XY = 0. Les valeurs propres de X, et X sont distinctes
lorsque p # ¢, donc

(X,)X, = sin(kf,)sin(k6,) = 0.
k=1

(b) Question adaptée au programme actuel : la somme est démontrée par une identité

trigonométrique réelle et un télescopage.

Les formules d’addition donnent  sin(2k6 + 0) — sin(2k6 — ) = 2sin 0 cos(2k6), soit

l'identité demandée.

Fixons p € {1,...,n} et posons # = 6. En sommant pour k = 0, ..., n, tous les termes

intermédiaires s’annulent :

2sind Z cos(2k0) = sin((2n + 1)0) — sin(—0) = sin((2n + 1)6) + sin 6.
k=0

Or (n+ 1)8 = pm, donc (2n + 1)0 = 2pm — O et sin((2n + 1)0) = — sin . Le membre droit

est nul. Comme sin § > 0, on peut diviser et conclure

Zcos(2k9p) =0, Zcos(%ﬁp) = —1.
k=0 k=1
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Enfin, la formule cos(2u) = 1 — 2sin® u, obtenue par addition, donne

N | =

(X)X, =) sin’(kf,) =
k=1

a 1
(n — Z cos(2l<:0p)> _nT .
k=1 2

(c) Les coefficients de M,, sont symétriques en k, ¢, donc (M,,) = M,,. Le coefficient de

ligne p et de colonne ¢ de {(M,,) M,, est le produit scalaire de ses colonnes X, et X.

D’apres a) et b), ce produit vaut zéro lorsque p # g, et (n + 1)/2 lorsque p = ¢. Ainsi,

1
M2 =M )M, = "1,
Onadonc «,, = (n+1)/2 > 0. La matrice n an vérifie
n
2 2
M M,) = MM, =1I,.P squent,
n(n+1 ) (n+1 )M, = I,. Par conséquen
2
" n+1 "
Partie III

Toutes les fonctions intégrées dans cette partie sont des sommes finies de fonctions
trigonométriques, ou des produits de telles fonctions; elles sont continues sur [0, 7]. Les
intégrales sur ce segment existent, et la linéarité permet de développer les sommes finies

sous l'intégrale.

1. (a) Sik =0oul = 0, le produit est identiquement nul et son intégrale vaut zéro.

Supposons désormais k, ¢ > 1.

Si k # ¢, Iidentité rappelée donne

/Oﬂ(cos((k — 0)t) — cos((k + 0)t)) dt.

N+

/7r sin(kt) sin(4t) dt =

™
Pour un entier non nul m, / cos(mt) dt = [sin(mt)/m|§ = 0. Les deux fréquences
0
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considérées sont non nulles, donc I'intégrale vaut zéro
Si k = ¢ > 1,1’identité donne sin®(kt) = (1 — cos(2kt))/2; son intégrale vaut /2. Ainsi

sik=¢2>1,

/ sin(kt) sin({t) dt =
0 sinon.

(b) En développant le carré de la somme finie,

/7T £)2dt = Zzak%/ sin(kt) sin(¢t) dt.

=il (=l

La question a) annule tous les termes o1 k # ¢. Les termes diagonaux valent (7/2)a;,

donc
/ 2 dt = Z ay.
0

Cette identité est établie pour une somme finie; aucune formule sur une série de

fonctions n’est utilisée.

(c) Le coefficient de ligne p de M, A vaut

Z a, sin(pd,,).
k=1
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Or pf,, = k0, donc ce coefficient est g(0,,). Ainsi,

Le coefficient de ligne k est donc

(d) La condition d’interpolation g(6,,) = b, pour tous p est, par c), équivalente au
systeme M, A = B. L'inversibilité prouvée en I1.5.(c) donne une unique solution

2

A=M'B=
n+1

M,B.

I existe donc un unique vecteur de coefficients réalisant 'interpolation. Ces coefficients
déterminent une fonction de la forme imposée; réciproquement, deux tels vecteurs
définissant la méme fonction auraient une différence dont le carré s’integre a zéro, et b)

imposerait que toutes les différences de coefficients soient nulles.

En prenant B = {1, ..., 1), on obtient en particulier I'unique fonction g,, étudiée ensuite.
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2. (a) La formule de 1.(c), avec g,,(¢,) = 1, donne

D e kpm
ak(n)=n+125m<n+1> (1<k<n).
p=

Posons a = kr/(n + 1) €]0, w|. Les formules d’addition donnent

2sin (%) sin(pa) = cos ((p — %)a) — cos ((p + %)a) .

En sommant pour p = 1, ..., n, la somme télescopique vaut

2sin <%> ﬁ:sin(pa) = cos (%) — COS ((n + %)a) .

1
Comme (n + 1)a = km,ona (n+ E)a =km — % et, par addition,
1
cos((n + E)a) = (—=1)¥ cos(ar/2). Le facteur sin(a/2) est strictement positif, donc

-~ 1= (—1)*cos(a/2)
pz:; sin(pa) = 2 sin(a/2)

Si k est pair, cette somme est nulle et a;,(n) = 0. Si k est impair, elle vaut
cos(a/2)/ sin(«/2) et donne

= (mym)

n+1 <in km ’
2(n+1)

Comme en II.5.(b), le calcul repose sur les formules d’addition et sur 'annulation des

ap(n) =

termes intermédiaires d’une somme finie.
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(b) Pour k impair et 1 < k < n, posons z = % Ona 0O<z< g En utilisant a)
n

et la définition de f,

4 2 1 cosx 2

o () = n+1 <__ sinx) B n+1f(m)'

D’apres 1.4, 0 < f(z) < 2/m. En multipliant par 2/(n + 1) > 0, on obtient

4 4
< - <=
vs km a(n) < (n+1)m

(c¢) Question adaptée au programme actuel : on impose k > 1 fixé et 'on considére les
indices n > max(2, k), car les coefficients a, (n) sont définis seulement pour

1 < k < n. Aucun coefficient d’indice zéro n’a été défini dans le probléme.

Si k est pair, la question a) donne a,(n) = 0 pour tous les indices considérés, donc
Si k est impair, la question b) encadre 0 @ (1) entre zéro et une quantité qui tend
s

4
vers zéro. Par encadrement, aj(n) — = Ainsi,
s

0  sik estpair,

Br=1 4 .
. ti i

zn Stk estimpair

3. (a) La différence g,, — h,, est une somme finie de sinus de coefficients a;(n) — 3.
D’apres 1.(b),

D, = / lon(®) — b ()2 dt = Z[ak .

Lorsque k est pair, la différence de coefficients est nulle. Lorsque & est impair, 2.(b) et

2.(c) donnent |ay(n) — ;| < —————. En majorant le nombre de termes par n,

4
(n+1)m
2
0<D,<Tn(—2 ) =% _
2 (n+1)m m(n+1)
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L'intégrale demandée tend donc vers zéro. Le nombre de coefficients varie avec n, mais

la borne commune permet de contrdler la somme entiere.

(b) Résultat admis dans cette version adaptée : la série

5 (27 +1)?

a pour somme 72/8. Ce résultat est déja admis dans I'énoncé original. Il sera utilisé

comme limite des sommes partielles sur les entiers impairs.

Posons

1
S’n: Z ﬁ

1<k<n
k impair

Alors S,, — 72/8. Pour tout entier k > 1,

[r sin(kt) dt = [_Cos]ikt)]: N (k_l)k,

La formule de 3, donne donc

1<k<n
k impair

D’autre part, 1.(b) donne

T 71'16
[ =53 e =75s,
0
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En développant le carré, on obtient ainsi

K, /1— 2dt—7r—2 S, +— S — 28,

Comme S,, — 72/8, on conclut que K,, — 0.

Chaque calcul porte sur une somme finie; on prend ensuite la limite d"une suite
numérique de sommes partielles. Aucun échange entre une série infinie et une intégrale
n’est nécessaire.

(c) Méthode 1 — Inégalité élémentaire sur le carré d'une somme

Pour tous réels u, v, (u + v)? < 2u? + 20, puisque 2u? + 2v? — (u +v)? = (u —v)? > 0.

Ecrivons 1 —g,, = (1 — h,,) + (h,, — g,,). En appliquant l'inégalité point par point puis en

intégrant,
0<J,<2K,+2D,.

Les questions a) etb) donnent D,, — 0 et K, — 0. Par encadrement, J,, — 0.

Méthode 2 — Annulation exacte du terme croisé par orthogonalité

Pour chaque k € {1, ...,n}, les calculs de 1.(a) donnent

/ [1 —h,(t)]sin(kt) dt Lk_l)k — gﬁk = (I}

En effet, les deux termes sont nuls si k est pair; si k est impair, ils valent tous deux 2/k.

La fonction h,, — g,, étant une combinaison linéaire de ces n sinus, la linéarité donne

/0 L= g (O] (8) — g, ()] dt = .

En développant cette fois exactement le carré de 1 — g,, = (1 — h,,) + (h,, — g,,), le terme

croisé disparait et I'on obtient J,, = K, + D,,. Les deux suites tendant vers zéro, on
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conclut de nouveau

lim J, =0.

n—-+oo

La premiere méthode utilise seulement une majoration; la seconde précise comment se
décompose exactement 'erreur grace aux intégrales d’orthogonalité démontrées dans le

probleme.

Relevé des adaptations

e II.4.(c) : précision du domaine A €] — 2, 2] pour que F(n) soit défini. 'encadrement

de II.3.(c) garantit que toutes les valeurs propres sont conservées.

e I1.5.(b) : remplacement du calcul faisant intervenir un nombre complexe par une
identité trigonométrique réelle et une somme télescopique; les conclusions sur les

cosinus et la norme de Xp sont conservées.

e II1.2.(c) : restriction a un entier k£ > 1 fixé, avec n > max(2, k), afin que les coefficients

dont on prend la limite soient définis.
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