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L'objet du probleme est d’étudier la convergence d’une suite de polyndémes
d’interpolation d"une fonction f, ce qui constitue la partie III. Dans la partie I, on
construit les polyndomes d’interpolation de f; dans la partie II, on explicite un tel

polynéme sur un exemple.

Partie I : Interpolation d’une fonction par un polynéme

Soient n un entier naturel non nul et (z4, ..., z,,) une liste de nombres réels distincts. On
leur associe les n polynémes L, ..., L,,, définis, pour 1 < j < n, par
T — Ty
L@ = ]I - —
1<k<n T3~ Tk
k)

Lorsque n = 1, le produit vide vaut 1.

1. Pour tout entier j tel que 1 < j < n, expliciter le degré et les racines du polynéme L;.
Calculer L;(z;).

2. Soit P un polyndme a coefficients réels de degré strictement inférieur a n. On pose

2. a) Pour tout entier k tel que 1 < k < n, calculer Q(z;,).

2. b) Prouver que P = Q.

3. Soit f une fonction définie et continue sur un intervalle I de R, a valeurs réelles. On

suppose que z;, € I pour tout k € {1,...,n}.

Montrer qu’il existe un polyndme P; de degré strictement inférieur a n et un seul

satisfaisant, pour tout k € {1,...,n}, a Pr(z;) = f(zy).
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Partie II : Exemples

4
1. Onprend f(z :6—,I:0,36,n:3,x1:1,x2:9,a: = 25.
p ZE+7 3

1. a) Expliciter les polyndémes L, Ly, L.

1. b) Calculer le polynome P; défini dans la question 1.3. On vérifiera que le polyndme

64Pf est a coefficients dans Z.

64

2. Onprend g(x)= e
x

:L'5=3,I6=5.

I=[-6,6,n=6,z,=-52,=—3,23=—1,2,=1,

2. a) Sans nouveaux calculs, expliciter le polyndme P, défini comme dans la question

1.3, al’aide du polynéme P;.
2. b) Etudier la variation de P, sur I'intervalle [—6, 6].

2. ¢) Construire, dans le plan rapporté a un repere orthonormal, les courbes

représentatives de g et de P,.

Partie III : Etude d’une suite de polynémes d’interpolation

1

Dans cette partie, on considere la fonction f définie sur [0, 1] par f(x) = e
e

est un réel strictement positif.

Les notations étant les mémes que dans la partie I, les points sont donnés par

2k —1\?
xk=< o ) pour 1 < k< n.

On note P, le polyndme P; défini dans la question I.3.
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1. Calcul de f(z) — P,(x)

On pose A(z) =1 — (z + a?)P, ().

1. a) Vérifier que A est un polyndme de degré inférieur ou égal a n, qui admet z, ..., x,,

comme racines.

1. b) On pose

Qule) = [[ (= - =),
k=1

Montrer qu’il existe un réel c,, tel que, pour tout réel z, A(z) = ¢,,Q,,(x).

1. ¢) En prolongeant I'expression f(x) = 5 aux réels x # —a?, prouver que, pour

T+«
tout réel z #+ —a?,

2. Etude d’une fonction auxiliaire

Soit h la fonction définie sur |0, +-oo[ par

1
h(z) = / In(z? + u?) du.

0
2. a) Calculer h(z) al’'aide d"une intégration par parties.

2. b) Vérifier que, pour tout réel strictement positif =, h'(x) = 7 — 2 arctan z.
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2. c) Etudier la variation de h. Prouver que h se prolonge en une fonction de classe C>

sur [0, +-o0].
2. d) Montrer qu’il existe un réel o, et un seul tel que 0 < oy < let h(eyy) =2In2 — 2.
2. e) Construire la courbe représentative de h.
3. Détermination d"un équivalent de c,,

3. a) Soient F une fonction de classe C? sur [0, 1] et a € [0, 1. Pour tout réel ¢ tel que

0<¢t<1-—a,onpose

a+t ¢
G(t) = / F(u) du — tF (a + 5) .
3. a) i. Calculer G’ en fonction de F et de F”.

3. a) ii. Soit x € [0,1 — a]. En appliquant la formule de Taylor avec reste intégral a F' sur

I'intervalle [a + g, a + x|, établir que

113'2

G'@) < ZM, M= sup |[F'(1)].

8 +€[0,1]

3. a) iii. En déduire que, pour tout z € [0,1 —a], |G(z)| < =M.

3. b) Montrer que, pour tout entier kK tel que 1 < k < n,

k/n
In(a? + x;) — n/ In(a? + u?) du
(k—1)/n

L 1te?
12a*n?
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A cet effet, on appliquera le résultat de la question précédente avec F(u) = In(a? + u?),

a = et xr=—.
n

3. ¢) Soit (a,,),>; la suite de terme général

n
Ha + ).

Déduire de 3. b) la limite de la suite (Ina,, — nh(a)),,~;. Obtenir enfin un équivalent

simple de (a,,).

(4n)!

4. a) Vérifier que Q,(1) = S (2n)1°

1
4. b) Pour toutn > 1,onpose d, =In(n!)+n—(n+ 5) Inn.

A l'aide d’un développement limité de In(1 + ¢) au voisinage de 0, montrer que la série
de terme général d,, ., — d,, converge absolument et en déduire que (d,,) converge vers

un réel /.

En appliquant ce résultat aux indices 4n et 2n dans la formule de 4. a), déterminer un

équivalent simple de la suite (@Q,,(1)),,>;-

4. c) Déterminer I'ensemble des réels strictement positifs o tels que (P,(1)),,~, converge

vers f(1).
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