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Partie I

À tout réel 𝑎, on associe 𝑓𝑎, fonction réelle d’une variable réelle définie par

𝑓𝑎(𝑥) = 𝑥2
√𝑥 − 𝑎.

Soit 𝐶𝑎 la courbe représentative de 𝑓𝑎.

1. Indiquer pour quelles valeurs de 𝑥 la fonction 𝑓𝑎 est définie.

2. Dresser, en fonction de 𝑎, les différents tableaux de variation de 𝑓𝑎.

3. Étudier les limites de 𝑓𝑎 aux bornes de son domaine et déterminer les éventuelles
asymptotes verticales ou affines de 𝐶𝑎.

4. Rechercher les éventuels points d’inflexion de 𝐶𝑎.

5. Trouver la courbe Γ décrite par le point à tangente horizontale de 𝐶𝑎 lorsque 𝑎 varie.

6. Construire sur un même graphique, avec des échelles appropriées, non
nécessairement les mêmes sur les axes 𝑂𝑥 et 𝑂𝑦, les courbes Γ, 𝐶−1, 𝐶0 et 𝐶1.

Partie II

On considère la fonction 𝑔𝑎, fonction réelle d’une variable réelle définie par

𝑔𝑎(𝑥) = 𝑥2

√|𝑥 − 𝑎|
.

Soit 𝐷𝑎 la courbe représentative de 𝑔𝑎.
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1. Reprendre, pour la famille des courbes 𝐷𝑎, les questions 1, 2, 3 et 4 de la première
partie. Construire sur un même graphique les courbes 𝐷−1, 𝐷0 et 𝐷1.

2. Déterminer le nombre de points d’intersection de la courbe 𝐷1 et de la droite
d’équation 𝑦 = 𝜆.

Donner une valeur approchée, à 10−1 près par défaut, des abscisses des points de 𝐷1

d’ordonnées 𝜆 = 1 et 𝜆 = 4 respectivement.

Partie III

1. Démontrer que, pour tout 𝑥 > 𝑎, l’intégrale ∫
𝑥

𝑎
𝑓𝑎(𝑡)d𝑡 converge. Démontrer que

l’intégrale ∫
+∞

𝑎
𝑓𝑎(𝑡)d𝑡 diverge.

2. Déterminer deux réels 𝛼 et 𝛽 tels que

lim
𝑥→+∞

( 𝑥2
√𝑥 − 𝑎 − √𝑥(𝛼𝑥 + 𝛽)) = 0.

Quelle est la nature de l’intégrale

∫
+∞

𝐴
( 𝑥2

√𝑥 − 𝑎 − √𝑥(𝛼𝑥 + 𝛽)) d𝑥,

où 𝐴 est un réel strictement supérieur à 𝑎 et à 0?

3. Déterminer un réel 𝛾 tel que l’intégrale

∫
+∞

𝐴
( 𝑥2

√𝑥 − 𝑎 − √𝑥 (𝛼𝑥 + 𝛽 + 𝛾
𝑥)) d𝑥
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soit convergente.

4. Calculer

𝐼𝑛 = ∫
𝑛

𝑎

𝑥2
√𝑥 − 𝑎 d𝑥,

pour 𝑛 entier strictement supérieur au paramètre 𝑎.

5. Soit

𝑆𝑛 =
𝑛

∑
𝑘=𝑁+1

𝑘2
√

𝑘 − 𝑎
,

où 𝑁 est un entier strictement plus grand que ∣4𝑎
3 ∣, et 𝑛 > 𝑁 . Montrer que

lim
𝑛→+∞

𝑆𝑛 = +∞.

Établir la double inégalité

𝐼𝑛+1 − 𝐼𝑁+1 ≥ 𝑆𝑛 ≥ 𝐼𝑛 − 𝐼𝑁 .

En déduire un équivalent de 𝑆𝑛 quand 𝑛 tend vers +∞.

6. On pose

𝑇𝑛 =
𝑛

∑
𝑘=1

1√
𝑘

, 𝑢𝑘 = 1√
𝑘

− 2(
√

𝑘 + 1 −
√

𝑘).
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Montrer que la série de terme général 𝑢𝑘 est convergente. Calculer

𝑛
∑
𝑘=1

𝑢𝑘

et en déduire que 𝑇𝑛 est équivalent à 2√𝑛 quand 𝑛 tend vers +∞.

7. On pose

𝑉𝑛 =
𝑛

∑
𝑘=1

𝑘
√

𝑘, 𝑊𝑛 =
𝑛

∑
𝑘=1

√
𝑘.

En utilisant la définition des intégrales ∫
1

0
𝑥√𝑥d𝑥 et ∫

1

0

√𝑥d𝑥 par les sommes de

Riemann, trouver

lim
𝑛→+∞

𝑉𝑛
𝑛5/2 et lim

𝑛→+∞
𝑊𝑛
𝑛3/2 .

8. Retrouver, à l’aide des questions 3, 6 et 7 de la troisième partie, un équivalent simple
de 𝑆𝑛 quand 𝑛 tend vers +∞.
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