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Partie I

Dans cette partie, on désigne par A un nombre réel non nul donné, et 'on se propose
d’étudier par récurrence la suite (f,,), <, de fonctions définies sur [0, +-o00[ a valeurs dans

R, vérifiant, pour tout entier naturel n, les deux conditions suivantes :

(R,,) : pour tout couple (x,y) de réels positifs ou nuls,

—A sin =0,
— 0
¥>0 J
0 sin > 2.

On note R, = [0, +-00]. La dérivabilité sur R, signifie ici la dérivabilité sur ]0, +oo[ et la

dérivabilité a droite en 0.

1. Etude du signe de la fonction f,

Dans cette question, on considére une fonction f;, : R, — R vérifiant (R,) et (D) :

(Ro) :Vz,y >0, folx+y) = folz)fo(y)

(Do) = f5(0) = —A.

1. a) Etablir que f, n’est pas identiquement nulle sur R, . En faisant alors = = 0 dans la

relation (R,), déterminer la valeur de f,(0).

1. b) Enfaisant z =y = % dans la relation (R,)), établir que f,(t) > 0 lorsque ¢ > 0.
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1. ¢) On se propose enfin d’établir que f,(t) > 0 lorsque t > 0. A cet effet, on raisonne
par l’absurde et 'on suppose qu’il existe un nombre réel positif ¢, tel que f,(t,) = 0.
En déduire que f,(¢,/2) = 0, puis, pour tout entier n > 1, que f,(¢,/2") = 0.

Montrer qu’alors f;,(0) = 0 et conclure.

2. Existence et unicité de la fonction f,

Dans cette question, on considere f; : R, — R vérifiant (R,) et (D).

2. a) On considére un nombre réel strictement positif x.

folr +y) — fo()

e En formant, pour y > 0, le rapport , prouver que f, est dérivable a

droite en x et exprimer sa dérivée a droite en x.

fo(z)

e Justifier, a I'aide du résultat obtenu en 1, 1’égalité fy(z —y) = ———= pour 0 < y < z.

fo(y)

Jolx —y) — fo()

e En formant, pour 0 < y < z, le rapport al’aide de cette expression
de fy(z —y), prouver que f, est dérivable a gauche en x et exprimer sa dérivée a

gauche en z.

N

. b) En déduire que f, est dérivable sur R, et exprimer f{(z) en fonction de X et de

fo(z).

N

. ¢) Dériver la fonction = + e** f,(x), puis en déduire f,(z) en fonction de \ et de .

N

. d) Réciproquement, montrer que la fonction dérivable f, ainsi obtenue vérifie (R,) et
(Dy)-

3. Existence et unicité de la fonction f;

La fonction f,, étant ainsi obtenue, on considere f; : R, — R vérifiant (R;) et (D) :
(Ry):Vo,y 20, filz+y) = f1(@)fo(y) + fol@)f1(y).
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(Dy) = f1(0) = A.

3. a) Déterminer f,(0) a l'aide de la relation (R,;) et en déduire la limite du quotient

fi(y)/y quand y tend vers 0 avec y > 0.

3. b) On considere un nombre réel strictement positif .

filr+y) — fi(v)

e En formant, pour y > 0, le rapport , prouver que f; est dérivable a

droite en x et exprimer sa dérivée a droite en .

e Justifier I'égalité f,(x) = fi(x —y) fo(y) + fo(z —y) fi(y) pour 0 < y < x et en déduire

une expression de f;(z — y).

filz —y) — fi(z)

e En formant, pour 0 < y < z, le rapport al’aide de cette expression

de f,(xz —y), prouver que f, est dérivable a gauche en z et exprimer sa dérivée a

gauche en z.

3. ¢) En déduire que f, est dérivable sur R, et exprimer f](z) en fonction de A, f(x) et

fi(z).

3. d) Dériver la fonction z — e*? f, (z), puis en déduire f,(x) en fonction de \ et de .

3. e) Réciproquement, montrer que la fonction dérivable f, ainsi obtenue vérifie (R, ) et
(Dy)-

4. Existence et unicité de la fonction f,

Les fonctions f, et f; étant ainsi obtenues, on considere f, : R, — R vérifiant (R,) et
(Ds).

4. a) Déterminer f,(0) al’aide de la relation (R,) et en déduire la limite du quotient

f2(y)/y quand y tend vers 0 avec y > 0.

4/9



% Prépa Simple ESSEC — Mathématiques 2 — 1995

4. b) On considére un nombre réel strictement positif x.

folr +y) — fo(m)

En formant, pour y > 0, le rapport , prouver que f, est dérivable a

droite en x et exprimer sa dérivée a droite en .

Justifier I'égalité f5(z) = fo(z —y) fo(y) + fi(z —y) f1(y) + fo(z — y) f2(y) pour
0 < y < z et en déduire une expression de f,(z — y).

folz —y) — fo(m)

e En formant, pour 0 < y < z, le rapport al’aide de cette expression

de f,(z —y), prouver que f, est dérivable a gauche en x et exprimer sa dérivée a

gauche en z.

4. c) En déduire que f, est dérivable sur R, et montrer que fj(z) = A(f;(x) — fo(x)).

4. d) Dériver la fonction z — e*® f,(x), puis en déduire f,(x) en fonction de \ et de z.

4. e) Réciproquement, montrer que la fonction dérivable f, ainsi obtenue vérifie (R,) et
(D).

g1

. Généralisation : existence et unicité de la fonction f,, n > 2

On suppose avoir obtenu, pour tout entier k tel que 0 < k < n, une et une seule fonction

[;, vérifiant (R,,) et (D,,), dérivable sur R, et vérifiant f; (0) = 0 pour k > 1.

On considére alors une fonction f,, : R, — R vérifiant (R,) et (D,,).

5. a) Déterminer f,,(0) et la limite du quotient f,, (y)/y quand y tend vers 0 avec y > 0.

5. b) Etablir la dérivabilité de f, sur R, et exprimer f,(z) en fonction de )\, f,,_;(z) et

ful).

5. c¢) Dériver la fonction = + e** f, (), puis en déduire f, (x) en fonction de \ et de ,

d’abord dans le cas n = 3, puis, par récurrence, dans le cas général.

5/9



@ Prépa Simple ESSEC — Mathématiques 2 — 1995

5. d) Réciproquement, montrer que la fonction dérivable f,, ainsi obtenue vérifie (R,,) et
(D)-

Partie 11

On considere les arrivées successives des clients a un guichet.

Etant donnés deux nombres réels ¢, et ¢, tels que ¢; < t,, on note N(t,,1,) la variable
aléatoire indiquant le nombre de clients se présentant au guichet dans l'intervalle de

temps |t,, t,].

Par convention, on pose P(N(t;,t;) = 0) = 1 et, lorsque n > 1, P(N(t,,t;) =n) = 0.On

fait, dans toute la suite du probleme, les trois hypotheses suivantes.

A) Etant donnés quatre nombres réels ¢, t, 5,1, tels que t; < t, < t; <t,, les variables

aléatoires N (t,t,) et N(t3,t,) sont indépendantes.

Cette hypothese signifie que les nombres de clients se présentant au cours de deux

intervalles de temps disjoints sont indépendants.

B) Pour tout entier naturel n, il existe une fonction p,, : R, — R telle que, pour tout

couple (t,,t,) de réels avec t; < t,,

P(N(ty,t3) =n) =p,(ty — ;).

Cette hypothese signifie que la probabilité pour que n clients se présentent entre les

instants ¢, et t, dépend uniquement de la durée ¢, —¢,.

C) Il existe unréel A > 0 et des fonctions ,,¢ : R, — R de limites nulles en 0 telles que,

pour tout couple (t,,t,) de réels avec t; < t,,

P(N(t,ty) = 1) = Aty — t1) + (2 — tq)e1(t2 — t1),
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P(N(ty,ty) > 2) = (ty —t1)e(ty — tq)-

Cette hypothese signifie que, pour une courte durée t, — ¢, la probabilité d’arrivée d'un
seul client est approximativement proportionnelle a cette durée, tandis que la
probabilité d’arrivée de plus d’un client est négligeable devant la probabilité d’arrivée

d’un seul client.

1. Equation fonctionnelle des fonctions p,,

On considere dans cette question deux nombres réels positifs ou nuls x et y.

1. a) Exprimer P(N(0,z +y) = 0) en fonction de P(N(0,z) = 0) etde P(N(0,y) =0), et
en déduire que py(z + y) = py(x)py(y).

1. b) Etablir plus généralement que, pour tout entier naturel n,

Po(@+1) = pp i(@)pp(y).
k=0

2. Dérivabilité en 0 des fonctions p,,

2. a) Etablir I'existence d’une fonction ¢, : R, — R de limite nulle en 0 telle que

P(N(t,ty) =0) =1 = Aty —ty) + (ty — t1)eo(ts — t1).

2. b) Etablir, pour tout entier n > 2, I'existence d"une fonction ¢, : R, — R de limite

nulle en 0 telle que

P(N(ty,ty) =n) = (ta —t1)e,(ty — ).
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2. c) Etablir, en posant = = t, —t,, que py(z) = 1 — Az + z&o(z), que p; (z) = Az + 2, (2)

et donner de méme un développement limité a 'ordre 1 de p,, pour n > 2.

2. d) En déduire les valeurs de p((0), de p;(0) et de p;,(0) pour n > 2, ces dérivées étant

prises a droite.
3. Loi de la variable aléatoire N (¢,,t,)

3. a) Etablir que les fonctions p,, p; et p,,, n > 2, vérifient les hypotheses (R,,) et (D,,) de
la partie I.

3. b) En déduire les expressions de p,,(x) et de P(N(t,,t5) = n) pour tout entier naturel
n. Montrer que, pour ¢, < t,, N(t;,t,) suit une loi de Poisson de parameétre

A(ty —t,); préciser sa loi lorsque t; = t,.

4. Loi de l'instant d’arrivée du n-iéme client

On fixe un instant-origine 0 et 'on note 7}, la variable aléatoire a valeurs dans R

indiquant l'instant d’arrivée du n-iéme client, n > 1, a partir de cet instant-origine.

4. a) Comparer, pour tout réel positif ou nul ¢, les événements { N (0,¢) <n — 1} et
{T,, > t}.

4. b) En déduire la loi de T} et reconnaitre celle-ci.

4. c) En déduire de méme la fonction de répartition et une densité de 75, de T3, puis de
T,,. Reconnaitre la loi de AT, comme une loi gamma de forme n et de taux 1; la loi

de T, est appelée loi gamma de forme n et de taux .
4. d) Déterminer 'espérance et la variance de la variable aléatoire 7,,.

5. Loi du nombre de clients procédant a un achat
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On fixe t; < t, et1’on désigne par p, avec 0 < p < 1, la probabilité pour qu'un client se
présentant au guichet procéde a un achat. Les décisions d’achat des différents clients
sont indépendantes et indépendantes des arrivées; chaque décision a la méme

probabilité p.
On note A(t,,t,) la variable aléatoire indiquant le nombre de clients se présentant au

guichet dans I'intervalle |¢,, ¢,] et procédant a un achat.

5. a) Soient n et k deux entiers tels que 0 < k < n. Déterminer la probabilité
conditionnelle P(A(t,,t,) = k | N(t1,t5) = n) et reconnaitre la loi de A(t,t,)

conditionnée par N(¢;,ty) = n.

5. b) A l'aide de la formule des probabilités totales, en déduire la loi de la variable

aléatoire A(t,,t,) et préciser son espérance.

5. ¢) Donner de méme la loi de la variable aléatoire B(t,, t,) indiquant le nombre de
clients se présentant au guichet dans l'intervalle |¢,, ,] et ne procédant a aucun

achat.

5. d) Etudier enfin I'indépendance des variables aléatoires A(t,t,) et B(t;,t,).
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