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Corrigé

Partie I

Dans cette partie, A € R\ {0}; il n’est pas nécessaire de supposer A > 0. Toutes les
limites a l'origine sont prises a droite. Une dérivée a droite finie entraine la continuité a

droite, car

—0 (y — 07).

Nous utiliserons cette observation pour les fonctions vérifiant les conditions (D,,).

1. Etude du signe de la fonction f,

1. a) Non-nullité et valeur en 0

Si f, était identiquement nulle, sa dérivée a droite en 0 serait nulle. Or (D,) impose

f3(0) = —X # 0. La fonction n’est donc pas identiquement nulle.

Il existe ainsi y, > 0 tel que f;(y,) # 0. En appliquant (R)) a (0,y,),

fo(yo) = fo(o)fo(yo)~

On peut diviser par f;(y,) # 0, ce qui donne f,(0) = 1.

1. b) Positivité au sens large

Pour ¢ > 0, les deux nombres ¢/2 sont dans le domaine de (R). On obtient

fot) = fo(t/2)? > 0.

2/31



@‘ Prépa Simple ESSEC — Mathématiques 2 — 1995

Ainsi f est positive ou nulle sur R, .

1. c) Positivité stricte

Méthode 1 — Raisonnement par I’absurde demandé

Supposons qu’il existe ¢, > 0 tel que f,(t,) = 0. Comme f,(0) = 1, on a nécessairement

ty > 0.

La relation f,(t,) = f,(to/2)? impose fy(t,/2) = 0. En répétant cet argument, une

récurrence donne

foto/2") =0 (n2>1).

Pour h,, = t,/2", ona h,, — 0. La dérivabilité a droite en 0 assure que
[fo(h,) — fo(0)]/h,, tend vers le nombre fini —\. Par 1'identité

fo(hy) — f0(0)
h ’

n

fO(hn) = fo(o) + hn

on en déduit f,(h,,) — f,(0). Tous ces termes étant nuls, f,(0) = 0, en contradiction avec
I1.a.

Il n’existe donc aucun zéro de f;,. Avec I.1.b, on conclut

fo(t) >0 (£=0).
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Méthode 2 — Positivité prés de I'origine et subdivisions

La continuité a droite en 0 et f,(0) = 1 donnent un réel 6 > 0 tel que f,(h) > 1/2 pour
0<h<d.

Pour ¢ > 0 fixé, choisissons un entier m > 1 tel que t/m < §. Des applications

successives de (R,) donnent

fot) = fot/m)™ > 0.

Le cas t = 0 suit de f;(0) = 1. La premiére méthode montre qu'un zéro se propagerait

jusqu’a l'origine; la seconde propage la positivité locale a tout le domaine.
2. Existence et unicité de la fonction f,

2. a) Dérivées a droite et a gauche

Fixons z > 0. Pour y > 0, (R,) et f,(0) = 1 donnent

folz +y) — fo(x)
Yy

_ fb(x)% s Mola).

La dérivée a droite en x existe et vaut —\ fj,(x).

Pour 0 < y < z, la relation appliquée a (x — vy, y) donne f(z) = fy(z —y)fy(y). La

positivité stricte établie en I.1.c justifie la division :

fo(z)

Pour 0 < y < z, on forme bien le quotient avec le dénominateur —y :
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Jox —y) = fo() = f(z) foly) —1

-y B yfoly)

Or fo(y) = let (fy(y) —1)/y — —A. La dérivée a gauche existe donc et vaut également

—Afo(z).

2. b) Dérivabilité et relation différentielle

En tout z > 0, les deux dérivées unilatérales existent et coincident; f, est donc dérivable

et

fo(@) = =Afo(x).

En 0, cette méme identité est vraie pour la dérivée a droite, puisque f;(0) = —\ et
f0(0) = 1. Ainsi f, est dérivable sur R, au sens précisé dans le sujet et satisfait la relation

annoncée partout sur ce domaine.

2. c) Expression de f

Méthode 1 — Facteur exponentiel imposé

Posons g, (x) = e fy(x). Pour z > 0, les fonctions sont dérivables et

g4(z) = e**(Mfo(z) + fi(x)) = 0.

Une fonction dérivable de dérivée nulle est constante sur un intervalle, par le théoreme
des accroissements finis. La continuité a droite en 0 permet d’identifier cette constante

avec g,(0) = 1. Donc
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Méthode 2 — Logarithme d’une fonction strictement positive

Par I.1.c, fy(z) > 0. On peut donc définir h(z) = In f(z). Pour > 0,

folx) _
fo(z)

h'(x) =

La fonction h(z) + Az a une dérivée nulle sur |0, +00| et se prolonge continiment en 0

avec valeur In 1 = 0. Elle est donc identiquement nulle. Ainsi In f;(z) = —Az, puis

fo(z) = %

Le facteur exponentiel annule le terme proportionnel a f;; le logarithme transforme

cette méme relation en une dérivée constante.

2. d) Vérification de I'existence

La fonction f(x) = e~ est dérivable sur R, . Pour z,y > 0,

folz +y) = e MW = e = f(z) fo (y).

Elle vérifie donc (R,). De plus, fi(z) = —Xe %, d’ot f;(0) = —\: (D,) est satisfaite.

Les questions précédentes ont imposé cette expression a toute solution; la vérification

montre qu’elle existe. La fonction f, est donc unique.

3. Existence et unicité de la fonction f;

6/31



@ Prépa Simple ESSEC — Mathématiques 2 — 1995

3. a) Valeur initiale et limite

En prenant x = y = 0 dans (R,) et en utilisant f,(0) =1,

f1(0> = 2f1(0)7

donc f,(0) = 0. La condition (D;) devient alors

lim M =\
y—0t Y

Elle implique aussi f;(y) — 0 a droite en 0.

3. b) Dérivées unilatérales

Fixons x > 0. Pour y > 0, (R,) donne

filz +y) — fi(v)
Yy

foly) —1 M
y y

= f1(z) + fo(z)

Les deux quotients ont des limites connues. La dérivée a droite vaut donc

—Afi(@) + Afo().

Pour 0 < y < z, on applique (R;) a (x —y,y) :

fi(@) = filz —y) foly) + folz — ) f1(y)-

Comme f,,(y) > 0, on peut isoler

7/31



@' Prépa Simple ESSEC — Mathématiques 2 — 1995

f1(@) = fol= —y)fl(y)_

hile—y) = fo(y)
Il en résulte, pour 0 < y < z,
foly) —1 . f1(y)
fe—y) - e NOT T HhEmwTy
-y fo(y)

La fonction f, est continue en z et a droite en 0, donc f,(z —y) — fo(z) et fy(y) — 1.

Avec 1.3.a, le quotient tend vers —Af, (x) + A fy(z).

La dérivée a gauche existe et coincide avec la dérivée a droite. Aucune continuité de f;

en = n’a été supposée pour obtenir ce résultat.

3. ¢) Relation différentielle

Les deux dérivées unilatérales calculées en 1.3.b donnent, pour =z > 0,

fi(z) = )‘(fo(i’) - f1<95))-

En 0, le membre de droite vaut A(1 — 0) = ), qui est la dérivée a droite imposée. Ainsi la

relation est valable sur tout R__ et f; y est dérivable au sens du sujet.

3. d) Expression de f;

Méthode 1 — Facteur exponentiel imposé

Posons g, (x) = e** f,(x). En utilisant .3.c et fy(z) = e,
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g1(z) = (A f1(@) + fi(2)) = X" fo(z) = \.

La fonction g, (x) — Az a donc une dérivée nulle sur |0, +o00| et est continue en 0. Comme

91(0) = 0, elle est identiquement nulle. Ainsi

fi(z) = Aze™>® (x >0).

Méthode 2 — Transformation de la relation fonctionnelle

En multipliant (R;) par e*#*¥ et en utilisant la formule de f,, on obtient directement

g1(x +y) = g1(x) + g, ().

De plus, g,(0) = 0 et g,(y)/y = e f1(y)/y — \. Pour z > 0,

gz +y) —g(x)  g,(y)

— — A,
Y Yy
et, pour 0 < y < z, I'additivité donne
91@-y9 -0k _al .,

Y Y

Ainsi g{(z) = A. La continuité en 0 et g, (0) = 0 donnent g, (z) = Az, donc encore
fi(x) = Aze ",

La premiére méthode exploite la dérivée déja obtenue; la seconde montre comment la

relation de convolution se transforme ici en une relation additive élémentaire.
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3. e) Vérification de l'existence

—Ax

La fonction f,(z) = Aze ** est dérivable. Pour z,y > 0,

H1@) o) + fo(@) 1Y) = Mz + y)e 2= = £ (z +y).

La relation (R, ) est vérifiée. Par dérivation,

1(x) = Ae™® — N2ge 2T

donc f1(0) = A, ce qui vérifie (D,). Il existe donc une solution, et I.3.d montre qu’elle est

unique.
4. Existence et unicité de la fonction f,

4. a) Valeur initiale et limite

La relation (R,) a (0,0) donne

f2(0) = £5(0) fo(0) + f1(0)* + £5(0) f2(0) = 2f,(0).

Donc f,(0) = 0. Puisque (D,) impose une dérivée a droite nulle,

lim f2(y)

y—0+t Yy

=0.

En particulier, f,(y) — 0 a droite en 0.

4. b) Dérivées unilatérales
Fixons & > 0. Pour y > 0, la relation fonctionnelle donne
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folz +y) — fo(x)
Yy

= fo(m) + f1(x)

foly) — 1 -
—y + fo(®)

Hiy) L)
y y

Les limites de 1.2.a, I.3.a et I.4.a donnent la dérivée a droite

—Afa(x) + Af1(z).

Pour 0 <y < z, (R,) appliquée a (z — y, y) s"écrit

folz) = fole —y) fo(y) + fr(lx —y) f1(y) + folz —y) f2(y)-

On divise par f,(y) > 0 pour obtenir

folz) = filz —y) f1(y) — folz —y) f2(y)
fo(y)

folz —y) =

Ainsi, pour 0 < y < z,

f1(y) f2(y)
Y Y

PO he—n 22+ fye—y

-y fo(y)

Les fonctions f et f; sont déja connues et continues en x. Le dénominateur tend vers 1;

les trois termes au numérateur tendent respectivement vers —\ f,(z), Af;(x) et 0.

La dérivée a gauche vaut donc elle aussi A(f;(x) — fy(x)).

4. ¢) Relation différentielle

Les dérivées unilatérales coincident en tout > 0. En 0, (D,) donne f5(0) = 0, et

A(f1(0) = £5(0)) = 0.
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La fonction est donc dérivable sur R, et vérifie

fo(z) = )\(f1($) - fQ(CU))-

4. d) Expression de f,

Posons g, (z) = e f,(z). Par L4.c,

gy(x) = (A fy(z) + f5(@)) = XM f1(z) = A2z

La fonction g,(x) — A222/2 a donc une dérivée nulle sur |0, +o0[. Elle est continue en 0 et

y vaut 0, puisque f,(0) = 0. Il en résulte

4. e) Vérification de 'existence

On vérifie d’abord la relation fonctionnelle en remplacant chaque fonction par son

expression :

2.2 2,2
fo@) fow) + f1(@) f1(y) + fola) foy) = e =) (A 3 + X2y + )\29 ) )

Le terme entre parentheses vaut A\*(z + y)?/2, donc la somme vaut f,(z + y). La relation

(R,) est satisfaite.

La fonction est dérivable et
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donc f5(0) = 0, ce qui vérifie (D,). L'expression imposée en 1.4.d définit ainsi l'unique

solution.
5. Généralisation : existence et unicité de f,

5. a) Valeur initiale et limite

Soit n > 2. On suppose les résultats établis pour tous les indices strictement inférieurs a
n. Dans (R,,) a (0,0), les termes d’indices intermédiaires sont nuls, car ils contiennent

des valeurs f;(0) avec 1 < j < n. Les deux termes extrémes donnent

Ainsi f,,(0) = 0. La condition (D,,) donne ensuite

5. b) Dérivabilité et relation différentielle générale

Fixons z > 0. Pour y > 0, en séparant le terme d’indice 0 dans (R,,),

On sait que (fy(y) —1)/y — —A, que f,(y)/y = Aetque f,.(y)/y = 0pourr > 2,y
compris r = n par L.5.a. La somme est finie. La dérivée a droite existe donc et vaut

Pour la dérivée a gauche, on applique (R,,) a (z —y,y),avec0 <y < z:
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Pour 0 < y < z, le quotient a gauche est donc

fr(y)
y

wa)% £ (@ —y)

fulz —y) — ful(2) =
-y fo(y)

Dans la somme, tous les indices n — r sont strictement inférieurs a n. Les fonctions
correspondantes sont dérivables, donc continues en z, par I'hypothese de récurrence.
Chacun de ces facteurs tend vers f,,_,.(x). Les quotients ont les mémes limites que pour

la dérivée a droite, et f,(y) — 1.

La dérivée a gauche vaut donc également \(f,,_;(x) — f,,(x)). Les deux dérivées

unilatérales coincident, ce qui prouve la dérivabilité en x sans la supposer a I’avance.

En 0, la dérivée a droite vaut 0 et A(f,,_;(0) — f,,(0)) = 0,carn—1 > 1. Ainsi, sur tout R,

fr(@) = Mfra(x) = fo(2)).

5. ¢) Expression générale

Question adaptée au programme actuel : le PDF demande de dériver e** f,(x) dans cette
question consacrée a f,,. La fonction pertinente est e*® f,, () ; cette coquille est rectifiée

dans le sujet.
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Posons g,,(z) = e** f, (z). La relation de 1.5.b donne

gn (@) = X (Mo (@) + fr(2)) = A, 4 ().

Pour n = 3, on connait f,(z) = A\2x%e~?% /2. Par conséquent,

La fonction gs(x) — A323 /6 a une dérivée nulle sur ]0, +oo; elle est continue en 0 et y

vaut 0. On obtient

A3 23

— -z
f3 (.T) 6 e :
Pour la récurrence générale, supposons
)\n—l CCn_l e
fai(@) = EE
Alors
B P\ xnfl

La différence g, (z) — A\"2™/n! a une dérivée nulle et sa valeur en 0 est 0, puisque
f,(0) = 0. Donc
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Les casn = 0, 1, 2 ont été établis; cette récurrence impose la formule a toutes les
fonctions de la suite. Pour n = 0, la puissance (A\z)" désigne le facteur constant 1, y
compris en x = 0.

5. d) Vérification de l'existence et conclusion

Pour chaque n € N, définissons f,,(x) = e **(\x)"/n!. Ces fonctions sont dérivables et

toutes a valeurs réelles, méme lorsque A\ < 0.

Pour z,y > 0, en utilisant une somme finie et le bindme,

& — e Azty) \n - ﬂ
;fn—r<x>fr(y> © ; (n—r)'r'
Az A" < n n—r,r —A(z Az + "
= e N ”WZ(JQ“" y" = e N A my)) = Julz+y)
Cr=0 ’

Ainsi (R,,) est satisfaite pour tout n.

Pour (D,,), les cas n = 0 et n = 1 ont déja été vérifiés. Sin > 2,ona f,,(0) = 0 et

; my”_le_Ay —0 (y — 07).

Donc f;,(0) = 0, comme demandé. Les expressions imposées par les questions

précédentes existent bien et sont uniques. La suite entiére est ainsi déterminée :

Q)

fola) = e

(neN, z>0).
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Partie 11

Dans cette partie, A > 0. Les variables N (t,,t,) prennent des valeurs dans N. Les
hypothéses A et B décrivent respectivement I'indépendance sur deux intervalles

disjoints et la dépendance de la loi a la seule durée de 'intervalle.

1. Equation fonctionnelle des fonctions p,,

1. a) Probabilité d’absence de client

Pour z,y > 0, les intervalles |0, x] et |z, x + y| sont disjoints et leur réunion est |0, z + y].

Le comptage des clients donne

N0,z +y)=N(0,z) + N(z,z + ).

Les deux nombres de clients sont non négatifs; leur somme est nulle si et seulement s’ils

sont tous deux nuls. Lhypothése A permet alors d’écrire

P(N(0,z +y) = 0) = P(N(0,z) = 0)P(N(z,z + ) = 0).

Par B, N(z,x + y) et N(0,y) ont la méme loi, puisque les deux intervalles ont durée y.

Ainsi

P(N(0,2 +y) = 0) = P(N(0,2) = 0)P(N(0,y) = 0),

soit py(z + y) = po(x)py(y). Si x = 0 ou y = 0, les mémes égalités restent valables avec le

nombre de clients nul sur un intervalle vide.

1. b) Relation générale

Pour n > 0, 'événement { N (0, z + y) = n} est la réunion disjointe des événements
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{N@O,2) =n—r} N {N(z,z+y) =1}, r=0,..,n.

L'additivité du comptage justifie cette décomposition; la disjonction vient des valeurs

différentes du nombre de clients sur le second intervalle. Par A, puis par B,

n

pu(e )= P(N(0,2) =n—r)P(N@,z+9) =1) = 3 pnr (@5, 1),
r=0 =0

C’est exactement la relation (R,,) de la partie I.
2. Dérivabilité en 0 des fonctions p,,

2. a) Développement de la probabilité d’absence de client

Posons h = t, —t; > 0. Les trois événements correspondant a 0, 1 et au moins 2 clients

forment une partition. D’apres C,

P(N(ty,t,) = 0) = 1 — (A + he, (h)) — he(h)

=1— M+ h(—ey(h) —e(h)).

Il suffit donc de poser ¢ (h) = —¢;(h) — e(h). Cette fonction tend vers 0 a droite en 0, par

les hypotheses sur les deux termes. On obtient bien

P(N(ty,t,) = 0) = 1 — A + hey(h).

La valeur de ¢, en 0 n’affecte pas 1'identité, car elle est multipliée par h = 0.
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2. b) Développement pour n > 2

Fixons n > 2. Pour h > 0, définissons

et posons ¢, (0) = 0. Par inclusion des événements et par C,

0 < p,(h) = P(N(0,h) =n) < P(N(0,h) > 2) = he(h).

La derniére égalité montre aussi e(h) > 0 pour h > 0. En divisant par ce h strictement

positif,

0<e,(h) <e(h).

Comme e(h) — 0, le théoréme d’encadrement donne ¢,,(h) — 0. Par B, pour toute durée

P(N(t;,t,) = n) = he, (h).

Pour h = 0, les deux membres sont nuls par la convention du sujet.

2. c) Développements limités a droite

Les égalités de I1.2.a, de C et de II.2.b donnent respectivement

po(x) =1— Az + zeg4(z) =1 — Az + o(z),

19/31



@ Prépa Simple ESSEC — Mathématiques 2 — 1995

pi(x) = Az + zeq(z) = Ax + o(x),

lorsque = — 07. En effet, chaque fonction ¢; tend vers 0, ce qui signifie précisément que

ze;(z) = o(x).

Les valeurs constantes sont cohérentes avec p,(0) = 1 et p,(0) = 0 pour n > 1.

2. d) Dérivées a droite en 0

On utilise les quotients différentiels et les valeurs a 'origine. Pour = > 0,

po(z) —po(0)

. = —A+¢eo(z) — =,

Ainsi

avec des dérivées prises a droite, conformément a (D,,).
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3. Loide N(ty,t,)

3. a) Vérification des hypotheses de la partie I

Les fonctions p,, sont définies sur R a valeurs réelles par B. La relation établie en IL.1.b
est (R,,). Les limites calculées en 11.2.d assurent 1'existence des dérivées a droite en 0 et

leurs valeurs sont exactement celles de (D,,).

Enfin, le parametre de C satisfait A > 0, donc A # 0, comme requis en partie I. Toutes les
hypotheses nécessaires sont donc vérifiées pour appliquer son résultat d"unicité a la
famille (p,,).

3. b) Loi de Poisson et intervalle vide

Question adaptée au programme actuel : on distingue le cas de durée strictement
positive du cas d"un intervalle vide, afin de ne pas employer une loi de Poisson usuelle

avec un parametre nul sans préciser la convention.

Par la partie I,

(neN, x>0).

Pour t; < ty, posons h =ty —t; > 0et u = Ah > 0. Alors, pour tout n € N,

P(N(ty,ty) = n) = e P
n:

On reconnait la loi de Poisson de parametre ;1 = A(¢, — t;). Les probabilités sont non

négatives et leur somme vaut e #e# = 1 par la série exponentielle.

Pour t, = t,, la durée vaut 0 et N (t,,¢;) = 0 presque stirement, conformément a la
convention initiale. C’est une loi certaine en 0. Dans la formule de p,, le facteur (\z)°

vaut 1; pourn > 1, p,,(0) = 0.
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4. Loi de l'instant d’arrivée du n-iéme client

4. a) Egalité des événements

Pour ¢t > 0, le n-iéme client arrive apres ¢ si et seulement si, dans l'intervalle |0, ¢, il est
arrivé au plus n — 1 clients. Le fait que la borne ¢ soit incluse dans l'intervalle est

important : un client arrivant exactement a ¢ est déja compté.

Les événements sont donc égaux :

(T, >t} = {N(0,t) <n—1}.

D’apres I1.3.b, on en déduit la formule de survie

Pour ¢t = 0, la somme vaut 1 et P(T,, > 0) = 1. Lorsque ¢t — 400, chaque terme

polynomial multiplié par e*! tend vers 0, car A > 0.

Cette limite confirme que l’attente du n-iéme client est finie presque stirement. Si 1'on
autorisait initialement une attente infinie, la continuité décroissante des probabilités
appliquée aux événements {7, > m} donnerait P(T,, = +o0) = 0.

4. b) Loi du premier instant d’arrivée

Pour n = 1, la formule de I1.4.a se réduit a P(T} > t) = e~ * pour t > 0. Comme T} est

non négative, sa fonction de répartition est

0 sit <0,
FTl(t) =
1—e ™M sit>0.

Cette fonction est continue en 0 et dérivable hors de 0. Une densité est
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e ™™ sit >0,

0 sit <0.

oo
La densité est positive ou nulle et son intégrale sur R vaut / Ae M dt =1.0n
0
reconnait la loi exponentielle de taux A :
La valeur choisie pour une densité au seul point 0 ne modifie pas la loi.

4. c) Loisde T, T5 et T,

Question adaptée au programme actuel : le paramétrage de la loi gamma est précisé par
la variable A\T,,, qui suit une loi gamma de taux 1, conformément au référentiel fourni.

La loi de T, est ensuite obtenue par une transformation affine.

Pour T, I1.4.a donne

0 sit <0,
FT2<t) =
1—e M1+ Xt) sit>0.

Pour ¢t > 0, on dérive ce produit :

Fr () = de M1+ At) — de ™ = Mte

Une densité est donc g, (t) = A\2te > pour ¢t > 0, et 0 pour t < 0.
2 p P

Pour T3, on obtient
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0 sit <0,

Fr (t) = 2
? l—e_’\t<1+)\t+%> sit>0.

Sur ]0, +00[, la dérivation donne

/\2 2 )\3t2
F’.{jg (t) = e_>‘t |:)\ <1 + )\t + T) - ()\ + >\2t>:| = Te_)‘t.

Une densité est donc g5(t) = A3t2e >t /2 pour t > 0, et 0 pour ¢ < 0.

Dans le cas général, pour n > 1,

0 sit <0,
" 1— et E W') sit>0.
T
r=0

Cette fonction est continue en 0 : sa valeur a droite vaut 1 — 1 = 0, égale a sa valeur a

gauche. Elle est de classe C! sur chacun des intervalles | — 0o, 0] et ]0, +o0].

Pour n > 2 ett > 0, en dérivant la somme finie,

Ff. () = Ae™

Pour n = 1, on retrouve la méme expression par II.4.b. Ainsi une densité de 7;, est

)\ntn—l

—'e—M sit >0,
ga(t) = (n 1)

0 sit <O0.
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Elle est non négative. La fonction de répartition tend vers 0 a —oc et vers 1 a +-00; en
intégrant sa dérivée sur les intervalles ou elle est réguliére, on obtient bien une intégrale

totale de 1.

Posons U,, = AT,,. Comme A\ > 0, P(U,, < u) = Fp (u/)). En dérivant pour u > 0, une

densité de U, est

1 un e
hn () = 3 gn(u/A) = [CESh

Elle vaut 0 pour v < 0. Comme I'(n) = (n — 1)!, on reconnait la densité gamma de forme

netdetaux1:

AT, ~T(n,1).

Laloide T, = U, /X est ainsi la loi gamma de forme n et de taux A. Ce parameétre est un

taux : I’échelle correspondante est 1/\.

4. d) Espérance et variance de 7T},

Méthode 1 — Mise a I’échelle de la loi gamma

D’apres Il.4.c, U,, = AT, suit la loi gamma de forme n > 0 et de taux 1. Les moments de

cette loi existent : par la formule des moments gamma,

BU) = st =,
E(U?) = F({}(Z)m = n(n+1).
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La relation I'(v + 1) = vI'(v) justifie ces égalités. Par Huygens,
V(U

n

)=n(n+1) —n?=n.

Comme T,, = U,, /X et A > 0, ses moments existent également, et

Méthode 2 — Intégrales et intégration par parties

Pour m > 0, posons J,

m

oo
— / t™e~*t dt. On établit la convergence et la valeur de ces
0

intégrales par récurrence, sans procéder directement a une intégration par parties sur

un intervalle infini.

D’abord, J, = 1/A. Pour m > 1 et R > 0, une intégration par parties sur le segment [0, R|

donne

R ~A\R R

R™e m

/ tme Mdt = ————— + —/ tmte M dt.
0 A A Jo

Le terme de bord en 0 est nul puisque m > 1. Si J,,_; est convergente, alors le membre

de droite admet une limite finie quand R — +oc, car R™e * — ( par croissance

comparée. On conclut que J,,, converge et que

m m)
I = 1 Im1 = m+1"
A A

En utilisant la densité de I1.4.c et le transfert, les intégrales positives suivantes sont finies

et établissent I’existence des moments :
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A" n(n+1)
B(T?) = ——— = ——".
( n) (n_l)!JnJrl )\2
Ainsi
V(T.) = nin+1) n* n

@ ¥ X

La premiere méthode utilise les moments usuels de la gamma et une transformation
affine; la seconde établit directement les intégrales nécessaires. Pour n = 1, elles
retrouvent I’espérance 1/ et la variance 1/\? de I’exponentielle.

5. Loi du nombre de clients procédant a un achat

Question adaptée au programme actuel : une probabilité individuelle d’achat égale a p
ne suffit pas a imposer une loi binomiale conditionnelle. Le sujet précise donc que les
décisions sont indépendantes entre clients, de méme probabilité p, et indépendantes des

arrivées.

Les arguments des variables sont uniformisés en (¢, ¢,), dans I'ordre chronologique. On

fixe t; < ty, on pose pt = A(ty, —t;) > 0 et 'on abrege

Onal0<p<l,0<g<letN ~ P(p).

5. a) Loi conditionnelle du nombre d’acheteurs
Pour toutn > 0, P(N =n) = e *u™/n! > 0, donc le conditionnement est défini.

Conditionnellement a N = n, il y a exactement n clients dans 1'intervalle. Leurs
décisions restent indépendantes, chacune étant une Bernoulli de parameétre p, car elles

sont indépendantes des arrivées.
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Pour qu’il y ait exactement k acheteurs, avec 0 < k < n, on choisit les k clients acheteurs
parmi les n clients. Chaque choix a pour probabilité p*¢"~*, etil y a (}) choix disjoints.

Ainsi

P(A=k|N=n)= (Z)pk(l —p)nh,

La probabilité vaut 0 pour les autres entiers k. La loi conditionnelle est donc la loi

binomiale B(n, p). Pour n = 0, elle est la loi certaine en 0.

5. b) Loi et espérance du nombre d’acheteurs

Pour k € N, on applique la formule des probabilités totales au systéme complet

d’événements ({N = n}),»o. Comme A < N, les termes avec n < k sont nuls :

n

>~ (n
P(A = kj) = Z (k>pkqn_ke_'u%'

n==k

Toutes les séries considérées sont a termes positifs; les simplifications et le changement

d’indice r = n — k£ donnent

La série exponentielle assure la convergence du calcul. On reconnait

A ~ P(pp) = P(Ap(ty —t1))-

Pour I'espérance, deux méthodes sont naturelles.
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Méthode 1 — Moment de la loi obtenue

Le parametre up est strictement positif. Une variable de Poisson de ce parametre est

intégrable et son espérance vaut ce parametre. Donc

E(A) = pup = Xp(ty —ty).

Méthode 2 — Espérance totale

La domination 0 < A < N et 'intégrabilité de N montrent d’abord que A est intégrable.
ParIl.5.a, E(A | N = n) = np. La formule de 'espérance totale, dans ce cadre discret,

donne

E(4) =Y npP(N = n) = pE(N) = pp.
n=0

La premiere méthode lit 'espérance dans la loi marginale; la seconde permet de la
calculer sans avoir préalablement déterminé cette loi.
5. ¢) Loi du nombre de non-acheteurs

Conditionnellement & N = n, les n décisions de non-achat sont indépendantes, chacune

ayant la probabilité ¢ = 1 — p. Ainsi B a, sous cette condition, la loi B(n, q).

Pour r € N, la formule des probabilités totales donne

En posant s = n — r et en utilisant la série exponentielle,
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Donc

B~ P(p(1—p)) = P(AM1 —p)(ta — t1))-

En particulier, E(B) = u(1 —p), et E(A) + E(B) = p = E(N), conformément a
A+ B=N.
5. d) Indépendance de A et B

On démontre I'indépendance par factorisation des probabilités ponctuelles de la loi

jointe, critére valable pour deux variables discretes.

Pour k,r € N, puisque A + B = N, I'événement { A = k, B = r} est exactement
{A=k,N =k+r}. Ainsi

PA=kB=r)=P(N=k+r)P(A=k|N=Fk+r)

Or = up + pg, d’ou

P(A=k,B=r)= (wp%) (wq%) = P(A=Fk)P(B=r).

La factorisation vaut pour tous les entiers non négatifs; les probabilités sont nulles hors

de ces supports. Par conséquent, A(t,,t,) et B(t;,t,) sont indépendantes.

30/31



g Prépa Simple ESSEC — Mathématiques 2 — 1995

Cette indépendance concerne les variables non conditionnées. Si 1’on fixe le total

N =n >1,onaenrevanche B = n — A : les deux comptes ne sont alors pas
indépendants, puisque leur covariance conditionnelle vaut

—V(A| N =n)=—np(l —p) # 0. Le mélange par un total de Poisson est essentiel a la

factorisation obtenue.

Relevé des adaptations

e 1.2b,13.c,1.4.cetL5.b:le sens de «dérivable sur R, » est précisé dans le préambule :

dérivabilité sur I'intervalle ouvert positif et dérivabilité a droite en 0.

e 15.c:la coquille e*® f,(z) est rectifiée en e*? f, (), expression nécessaire pour

déterminer la fonction d’indice n.

e II.3.b: distinction explicite entre la loi de Poisson de parametre A(t, —t;) > 0 et la loi

certaine en 0 pour t; = t,.

e Il.4.c:laloi gamma a taux \ est reliée explicitement a la loi gamma de taux 1 du
référentiel par \T,, ~ I'(n, 1); les fonctions de répartition et les densités demandées

sont conservées.

e II.5.a aIl.5.d: ajout de I'indépendance des décisions d’achat entre clients et vis-a-vis
des arrivées, hypothése indispensable a la loi binomiale conditionnelle et aux
conclusions suivantes. La seule probabilité individuelle p mentionnée dans le PDF

ne suffisait pas.

e I1.5.aall.5.d : arguments des variables A, B et N uniformisés en (¢,,¢,), dans l'ordre

chronologique, afin de rectifier les inversions et incohérences du PDF.

e II.5.a: précision ¢; < t, pour que tous les événements { N (¢,,t,) = n} aient une

probabilité non nulle et que le conditionnement soit défini pour chaque n.
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