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Dans tout le probléme, on désigne par n un nombre entier naturel non nul.

PARTIE 1

On se propose dans cette partie de calculer pour tout entier p > 1 la somme :

Sa(p) = 1 + 2% 4+ p",

Soient R[X] I'espace vectoriel des fonctions polynomes a coefficients réels et (P},) la suite

de fonctions polynémes définie par Py(X) = 1et,sik > 1, par:

— e —_— k:_l
p(x) = XX=D) k'(X k+1) =%H(X—j)~
! 4

On considére I'application A de R[X] dans lui-méme associant a la fonction polynéme P

la fonction polynéme AP définie par :

(AP)(X) = P(X + 1) — P(X).

a. Prouver que A est un endomorphisme de R[.X], puis déterminer son noyau.

b. Soient j, k des entiers naturels. On rappelle que A7 = Ao Ao---0 A, avec j facteurs, et
que A désigne par convention l'application identité de R[X].

Déterminer AP, puis A7 P, en distinguant les cas j < ket j > k.

c. Prouver que (P, P,, ..., P,) est une base du sous-espace vectoriel de R[X| constitué

des fonctions polyndmes de degré inférieur ou égal a n, et établir la formule

suivante pour toute fonction polyndéme P de degré inférieur ou égal a n :
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P(X) = 3 (AEP)(0)Py(X).
k=0

d. En déduire que A est surjectif, puis, pour toute fonction polynome P de degré n,

établir 1’existence d"une unique fonction polynéme (), de degré n + 1, telle que :

QX +1)—Q(X)=P(X) et Q0)=0.

On note @, la fonction polynome telle que :

Qn(X+1)—-Q,(X)=X" et Q,0)=0.

e. Exprimer S, (p) al'aide de @,, et de p, et expliciter @, et S,,(p) pour 1 < n < 3.

PARTIE 2

On établit dans cette partie quelques résultats probabilistes.

1. Fonction génératrice d'une variable aléatoire

On considére un entier naturel p et une variable aléatoire X a valeurs dans I’ensemble

{0, ..., p}. On lui associe la fonction suivante, dite fonction génératrice de X :

t— Gx(t) = ZP:P(X = k)tF.
k=0

Déterminer la fonction génératrice de X lorsque :

1. (a) X suit une loi de Bernoulli de parametre A, out A €]0, 1].
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1. (b) X suit une loi binomiale de parametres n et A, ou A €]0, 1].

2. Fonction génératrice d’'une somme de variables aléatoires indépendantes

On considere désormais des entiers naturels p;, p,, ..., p,, et des variables aléatoires
X1, X,, ..., X,, définies sur un méme espace probabilisé¢, mutuellement indépendantes et
avaleursdans {0,1,...,p;},{0,1,...,p5},..., {0, 1, ..., p, } respectivement. On note

alors :

Yn:X1+X2+“‘+Xn.

2. (a) Pour n > 2, établir que la fonction génératrice de Y, = X, + X, est le produit des

fonctions génératrices de X, et de X,

2. (b) Exprimer la fonction génératrice de Y,, = X; + X, +--- + X, a ’aide des fonctions
génératrices de X, X,, ..., X,,.
2. (c) Retrouver le résultat obtenu en 1. (a) en utilisant le résultat obtenu en 1. (b).

3. Etude d’un cas particulier

On suppose de plus que, pour tout entier k tel que 1 < k < n, la variable aléatoire X,

suit une loi uniforme sur {0, 1, ..., k — 1}, autrement dit :

P(Xk:O):P(szl):~~-:P(Xk:k—1)=%.

3. (a) Calculer I'espérance et la variance des variables aléatoires X, pour 1 < k < n,

puis de lasomme Y,, = X; + X, + -+ X,,.

On convient de noter la fonction génératrice G,, de Y,, sous la forme suivante :
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1 n(n—1)/2
Gp(t) = — ; AP

3. (b) En exprimant G, ,, en fonction de G,,, déterminer c,, ., ; en fonction des
coefficients ¢,, 1, ¢,y 15 Cpy -

n(n—1)

Par convention, on posera c, ;, = 0 lorsque k < 0 ou lorsque k > .Pour G, ,,

on considére la méme construction avec n + 1 variables mutuellement indépendantes.

3. (c) Montrer que les coefficients c, , sont entiers naturels et calculer leur somme pour

0<k< =D
2
PARTIE 3
On consideére un tableau s = (s[1], s[2], ..., s[n]) dont les valeurs sont entiéres et ot les n
entiers 1,2, ..., n sont affectés dans un ordre quelconque aux cases s[1], s[2], ..., s[n].

Dans les programmes Python ci-dessous, le tableau comporte n + 1 cases : s[0] est
inutilisée et les valeurs a trier sont toujours s[1], ..., s[n]. L'entier n est fourni aux

fonctions. Les bornes supérieures de range sont exclues.

L'objet de cette partie est I'étude de la complexité de 1’algorithme de tri suivant, visant a

ranger dans l'ordre croissant les éléments du tableau s :

Python
def echanger(s, j):
temp = s[j]
s3] = s[j + 1]

s[j + 11 = temp

def tri_bulles(s, n):
for k in range(l, n):

for j in range(l, n - k + 1):
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if s[j] > s[j + 1]:

echanger(s, j)

La fonction echanger (s, j) permute les valeurs des cases s[j] et s[j + 1]. La fonction

tri_bulles modifie directement le tableau fourni.

1. Exemples de mise en ceuvre de 'algorithme

On suppose dans cette question que n = 3. Indiquer les valeurs contenues dans
s[1], s[2], s[3] apres chaque appel de la fonction echanger lorsque 1'on affecte initialement
a (s[1], s[2], s[3]) les six valeurs suivantes :

(1,2,3); (2,3,1); (3,1,2); (1,3,2); (3,2,1); (2,1,3).

On précisera a chaque fois le nombre total d’appels de la fonction echanger.

On présentera les résultats obtenus dans six tableaux distincts.
2. Action de 'algorithme

2. (a) Déterminer la valeur contenue dans s[n] a I'issue du passage dans la boucle

suivante :

Python
for j in range(l, n):
if s[3j]l > s[j + 1]:

echanger (s, j)
2. (b) En déduire la valeur contenue en fin d’algorithme dans s[k] pour 1 < k < n.

3. Complexité de l’algorithme
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3. (a) Exprimer en fonction de n le nombre de comparaisons d’entiers > effectuées au

cours de l'algorithme.

3. (b) Exprimer en fonction de n les nombres maximal et minimal d’appels de la
fonction echanger au cours de 'algorithme. On explicitera des tableaux s pour

lesquels ces maximum et minimum sont effectivement atteints.

Dans la suite, on associe au tableau s et a tout entier k telque 1 < k < n:
e le nombre U, (s) des entiers i tels que 1 < ¢ < k et s[i| > s[k], avec U;(s) = 0;

e lasomme V, (s) = U,(s) + Uy(s) + -+ U, (s).

On dit que V,,(s) est le nombre des inversions du tableau s, autrement dit le nombre des

couples d’entiers (i, k) tels que :

1<i<k<n et s[i]>slk].
4. Nombre d’appels de la fonction echanger

4. (a) Lorsque s[j] > s[j + 1], indiquer l'effet de ’échange des valeurs de s[j] et s[j + 1]
sur le nombre des inversions du tableau s = (s[1], s[2], ..., s[n]). En déduire le

nombre d’appels de la fonction echanger lors du tri de s.

4. (b) On suppose dans cette question que n = 3. Préciser (U, (s), Uy(s),Us(s)) et Vi(s)

lorsque 'on affecte initialement a (s[1], s[2], s[3]) les six valeurs :

(1,2,3)5 (2,3,1); (3,1,2); (1,3,2); (3,2,1); (2,1,3).

4. (c) On suppose que n est donné et que s est un tableau d’entiers comportant n + 1
cases, avec s[0] inutilisée. Rédiger une fonction Python inversions(s, n) qui

calcule les valeurs Uy, (s) pour 1 < k < netV, (s) pour un tableau s donné.
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La fonction renverra un tableau U de n + 1 cases, dont la case U[0] est inutilisée et dont
U[k] contient U, (s), ainsi que l'entier V égal a V, (s). Pour créer un tableau entier rempli
de zéros, on pourra utiliser np.zeros(n + 1, dtype=int) apres import numpy as np;le

parametre dtype=int indique que les cases contiennent des entiers.

On suppose dans la suite que les différentes facons d’affecter les n entiers 1,2, ..., n aux

n cases s[1], s[2], ..., s|n] sont équiprobables, et 'on note :

e S, l'ensemble des différents tableaux s ainsi obtenus;

e (), l'ensemble des n-uplets (u;, u,, ..., u,,) d’entiers tels que 0 < u;, < k pour tout
entier k telque 1 < k < n.

On considere U, U,, ..., U, comme des variables aléatoires sur I'ensemble §,,.
5. Bijectivité de l'application s — (U, (s), Us(s), ..., U,(s))

5. (a) Vérifier que I'application associant a tout tableau s de §,, le n-uplet
(U,(s),Uy(s),...,U,(s)) prend ses valeurs dans €2,,.

5. (b) Soit s un tableau de §,, tel que U, (s) = uy, Us(s) = uy, ..., U, (s) = u,,.

Déterminer s[n] en fonction de w,,.

Expliquer de méme comment 1’'on peut obtenir les valeurs de s[n — 1], ..., s[1] en fonction

dew, q,...,u.

5. (c) Montrer que 'application s +—— U(s) = (U, (s), Uy (s), ..., U,

,,(s)) est une bijection
de S, sur €.

En déduire le nombre de tableaux s de S, tels que U, (s) = u,;, pour tout entier k tel que

1 < k < nettout entier u;, tel que 0 < u;, < k.

6. Lois des variables aléatoires U,, U,, ..., U,

n

8/9



@ Prépa Simple ESSEC — Mathématiques 2 — 1992

6. (a) Déterminer la probabilité¢ P(U; = u;,U, = u,, ..., U,, = u,,) pour tout n-uplet

(uy, Uy, ..., u,) de Q,.
6. (b) Déterminer la probabilité P(U, = u,) pour tout entier k tel que 1 < k < n et tout
entier u;, tel que 0 < u,;, < k.

En déduire la loi de U, et I'indépendance mutuelle des n variables aléatoires Uy, ..., U,,.

6. (c) En déduire en fonction de n 1’espérance et la variance du nombre d’appels de la
fonction echanger au cours de l’algorithme, et donner des équivalents simples de

ces expressions lorsque n tend vers l'infini.
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