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Notations et objectifs

Lorsque r est un nombre réel strictement positif, on note :

A(r) = {(a,)pen € RN : VE €N, an|an|r” converge}

n>0

B(T) = {(an)neN € [RIN : anrn — O}

k

Pour k = 0, le facteur n" vaut 1, y compris pour n = 0.

A toute suite a = (a,,),,cy de B(r), on associe, sous réserve d’existence, la fonction

+00
. n
foizH E a,z".
n=0

Dans la premieére partie, on étudie quelques propriétés des ensembles A(r) et B(r). Dans
la seconde, on étudie les propriétés de régularité des fonctions f,,. Dans la troisieme, on
obtient, dans le cas o1 » > 1, sous certaines hypotheses, une formule de réciprocité
donnant la suite a en fonction de la suite ( () (1)),,en- Enfin, dans la derniére partie, on

utilise les résultats obtenus pour I'étude de variables aléatoires discrétes.

Partie I — Premiéres propriétés et premiers exemples

1. Soit r un nombre réel strictement positif et (a,, ), <, une suite de A(r). Montrer que,

pour tout nombre réel = de [—r, r] et pour tout entier naturel £, la série

> nFlayllzf

n>0

converge. En déduire que, pour tout réel r’ tel que » < ', ona A(r’") C A(r).

2/10



@ Prépa Simple ESSEC — Mathématiques 1 — 2018

2. Vérifier également: 0 < r <1’ = B(r’) C B(r) et A(r) C B(r).

3. Montrer que, pour tout nombre réel strictement positif r, A(r) est un sous-espace
vectoriel de I'espace vectoriel des suites réelles.

4. Exemples.

4.a. On souhaite montrer que, pour tout r réel strictement positif, la suite o« = (1/n!),, o
appartient a A(r). Pour cela, on pose, pour tout entier naturel k, u,,(k) = n**27" /nl. En
considérant le quotient w,, ,  (k)/u,, (k) pour n > 1, montrer que la suite (u,,(k)),cp

converge vers 0. Conclure alors : a € A(r).

4.b. Pour ) réel strictement positif, on note 5(\) la suite (A"),, . Déterminer les réels
strictement positifs ~ pour lesquels la suite 5(\) appartient a B(r). Déterminer ensuite

les réels strictement positifs  pour lesquels la suite 5(\) appartient a A(r).

5. Soit p un réel strictement positif et (a,, ), ) une suite de B(p). Montrer que, pour tout

réel r de |0, pl, la suite (a,,),,c) est dans A(r).

On pourra penser a écrire : n*|a,,|[r" = |a,,|p"n*(r/p)™.

Partie II — Régularité de la fonction f,

Dans cette partie, R désigne un réel strictement positif et a = (a,,),,c), une suite de B(R).

6. Vérifier que

+o00
. n
foixz E a,, T
n=0

est définie sur | — R, R[. On utilisera la question 5.

7. Continuité de f,.
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7.a.Soit r un réel de |0, R|, x dans [—r, r| et h un réel tel que « + h € [—r,r|. Montrer que,
pour tout entier naturel n > 1: |(z + h)™ — 2"| < nr"1|h|. Pour n = 0, la différence est

nulle.

7.b. Justifier alors soigneusement que

fule+h) — fu(@)] < - (anw) h].

n=0

=<

7.c. Montrer alors que f, est continue sur [—r,r|, puis sur | — R, R|.

8. Caractere Cl de f,.

On considere ici un réel r de |0, R[ et « dans [—r, r]. Pour tout n € N, on pose

S,(z) = Z a,x”
k=0

et, sous réserve d’existence,

+00
. n—1
g9, X g E na,x .
n=1

8.a. Soit p € [r, R]. Justifier que la suite (na,,), o appartient a B(p); en déduire que g, est

définie et continue sur | — R, R].
8.b. Vérifier que, pour toutn € N*: S, (z) = ay + / Sy(t)dt.
0

8.c. Montrer que, pour tout n € N* :

[ w0 -siora < Y- Hadrt

k=n+1
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x
8.d. En déduire que f,(z) =ay+ / g, (t) dt.
0

8.e. Montrer alors que f, est de classe C! sur] — R, R[ et que f. = g,,.

9. Caractere C*° de f,.

9.a. Soit r €]0, R[. Montrer que la suite (a,,),c\ appartient a A(r) si et seulement si, pour

tout k € N, la série

converge.

9.b. Montrer que f, est de classe C*° sur | — R, R[ et que, pour tout = €] — R, R] et tout
keN:

+00
fék) (z) = k! Z (Z) a, "k

n=~k
9.c. Pour tout n € N, exprimer a,, en fonction de Fin) (0).

10. Exemples.

10.a. On pose a = (1/n!), o\ et

+00
foiax Zx”/n!.
n=0

Donner une expression de f,(x) pour tout z € R. Pour tout k£ € N, calculer 7 (1).
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10.b. Soit A un réel strictement positif, 5 = (A"),,¢, et

—+00
izt Z A,
n=0

Donner une expression de fz(z) pour tout z €] — 1/, 1/A[. En déduire que, pour tout
k € Nettoutz €] —1/\,1/A[, la série

= (o

n>k

converge et que

Partie III — Une formule de réciprocité

Dans cette partie, R désigne un réel strictement supérieur a 1 et a = (a,,),,c,, une suite de

B(R) telle que, pour tout n € N, a,, > 0.

Pour tout n € N, on note b,, = Fim) (1)/n!. On fait '’hypothese (H) qu'il existe un réel
p > 1 tel que la suite (b, p"),,~, converge vers 0.

11. Expression de ay.

11.a. Montrer que, pour tout N € N :
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11.c. En déduire que la série

Z(_l)pbp

p=>0

converge et que
CLO = Z(_l)pbp.
p=0

12. Généralisation. On consideére ici un entier naturel s fixé.

12.a. Montrer que, pour tout N € N :

(p+s)

N 1 ,N
fés)(O) — Z(_l)pap—l(l) + (_1)N+1/ %f((lN-i-s-i-l)(t) dt.
! o !

12.b. Vérifier que, pour tout NV € N:

/lﬁ (N+s+1)(t)dt ” (SN+S+1)(1) Nisprt NN +s+1) 1
, N1° ~(N+s+1)! (N + 1)1 pN+s+1”

1,N
< c c t (N+s+1)
12.c. Déterminer NETOO /0 i Jia (t) dt.

12.d. Montrer alors que la série
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converge et que

13. Cas particulier. On suppose dans cette question que a = (a,,),,c) €st une suite de

réels positifs pour laquelle il existe un entier naturel d tel quen > d +1 = a,, = 0.
13.a. Que peut-on dire de la fonction f, ?
13.b. Montrer que la condition (H) est réalisée.

13.c. En déduire que, pour tout s € {0, ..., d},

a, = Ed:(—m—s (’;) b,.

n=s

Partie IV — Applications aux variables aléatoires discrétes

Dans cette partie, les variables aléatoires sont discréetes, définies sur un espace
probabilisé, a valeurs dans N. Pour une telle variable aléatoire X, on pourra utiliser, sans

les rappeler, les notations suivantes :

+o00
VneN, a,=PX=n), a=(a,)nen GX:xHZanx":fa(x).

n
n=0

14. Premiers résultats.
14.a. Justifier que la suite a appartient a B(1).

14.b. En déduire qu'il existe un réel R > 1 tel que Gy soit définie et de classe C'*° sur
] —R,R|.
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15. Premier exemple.

15.a. On suppose tout d’abord que X suit une loi de Poisson de parametre 1. Déterminer

la fonction Gy, vérifier qu’elle est de classe C*° sur R et, pour tout s € N, calculer G()? (1).

15.b. On suppose maintenant que X est une variable aléatoire discrete a valeurs dans N,
telle que G = f, est définie sur R, de classe C* sur R et que, pour tout s € N,

£ (1) = 1. Justifier que 'hypotheése (H) du III est réalisée et déterminer a,, pour tout

n € N. Quelle est la loi de X ?

16. Deuxieme exemple. On considére ici un réel p €0, 1[ et onnote ¢ = 1 — p.

16.a. On suppose que X + 1 suit une loi géométrique de parametre p. Déterminer la
suite a = (a,,) puis la fonction G ; vérifier que G x est de classe C*° sur | —1/q,1/q].

Enfin, pour tout s € N, calculer G()f-) (1).
16.b. On suppose maintenant que p > 1/2. Vérifier que ¢/p < 1.

On considere X une variable aléatoire discréete a valeurs dans N. On suppose de plus
que G x = f, est définie et de classe C* sur | — 1/¢, 1/q[ et que, pour tout s € N,

ffﬁ (1)/s! = (q/p)®. Justifier que I'hypothese (H) du III est réalisée et déterminer a,, pour
tout n € N. Quelle estlaloide X +17?

17. Cas out X est une variable aléatoire ne prenant qu'un nombre fini de valeurs.

On suppose dans cette question que X prend ses valeurs dans {0, ... ,d}, ot d € N*.

On note Pol, le sous-espace des fonctions de R dans R constitué des fonctions

polynomiales de degré inférieur ou égal a d. Pour s € {0, ..., d}, on note e, la fonction

z — z°; on rappelle que (e,)9_, est une base de Pol,,.

On définit les fonctions de Pol;: Hy : = — 1 et, pour s € {1, ...,d},

z(x—1)(x—s4+1)

1 s—1
H,:z— o —Eg(x—k).

17.a. Montrer que la famille (H,)?¢_, est une base de Pol,,.
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On note A défini sur Pol,; par: VP € Pol;, A(P):z+> P(x+1)— P(x).
17.b. Vérifier que A est un endomorphisme de Pol,.

17.c. Montrer que A(H,)) = 0 et que, pour tout s € {1,...,d}, A(H,) = H

Ss—

1 et HS(O) = O.

17.d. Montrer que, pour tout P € Pol, ettout z € R,

z) = Z[(AS(P))(O)]HS(@-

17.e. En déduire que, pour tout k € {0, ..., d} et tout n € N,

d
= [(A%(ex))(0)]H,(n).
s=0
17.f. Montrer alors que, pour tout k € {0, ..., d}, 'espérance de X* est

d (s)
= S (A O, by =12,

s=0

17.g. Exemple : on suppose ici que d = 2, E(X) = 1 et B(X?) = 3/2. Déterminer b, b, et

by, puis a, a; et a,. Reconnaitre la loi de X.
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