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Dans la suite, 𝑛 désigne un entier supérieur ou égal à 2 et ℝ𝑛[𝑋] l’espace vectoriel des
polynômes réels de degré inférieur ou égal à 𝑛. Un polynôme non nul est dit unitaire
lorsque son coefficient dominant, c’est-à-dire celui de son terme de plus haut degré, est
égal à 1.

L’objet du problème est l’étude des extrema d’une fonction de plusieurs variables en
partie II. On étudie auparavant une famille de polynômes et leurs racines en partie I. Les
parties ne sont pas indépendantes, mais on pourra admettre des résultats de la partie I
pour traiter la partie II.

Partie I

1°) Définition d’un endomorphisme 𝜑 de ℝ𝑛[𝑋].

a) Établir que l’application associant à tout 𝑃 ∈ ℝ𝑛[𝑋] le polynôme 𝜑(𝑃) = 2𝑋𝑃 ′ − 𝑃 ″,
où 𝑃 ′ et 𝑃 ″ désignent ses dérivées première et seconde, est un endomorphisme de
ℝ𝑛[𝑋].

b) Écrire sa matrice dans la base canonique (1, 𝑋, 𝑋2, … , 𝑋𝑛).

2°) Éléments propres de 𝜑.

a) Déterminer les valeurs propres 𝜆0, 𝜆1, … , 𝜆𝑛 de 𝜑, rangées dans l’ordre croissant, et
montrer que 𝜑 est diagonalisable.

b) Montrer que, pour tout entier 𝑝 tel que 0 ≤ 𝑝 ≤ 𝑛, il existe un unique polynôme
unitaire 𝐻𝑝 ∈ ℝ𝑛[𝑋] vérifiant 𝐻″

𝑝 − 2𝑋𝐻′
𝑝 + 2𝑝𝐻𝑝 = 0.

c) Montrer que 𝐻𝑝 est nécessairement de degré 𝑝.

d) Expliciter 𝐻0, 𝐻1, 𝐻2, 𝐻3 dans la base canonique, puis calculer les coefficients de
𝑋𝑝−1 pour 1 ≤ 𝑝 ≤ 𝑛 et de 𝑋𝑝−2 pour 2 ≤ 𝑝 ≤ 𝑛 dans 𝐻𝑝. Lorsque 𝑛 = 2, on définit
ici 𝐻3 en appliquant la question b) dans ℝ3[𝑋] avec 𝑝 = 3.
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3°) Définition d’un produit scalaire sur ℝ𝑛[𝑋].

a) Montrer que l’intégrale suivante est définie pour tous 𝑃 , 𝑄 ∈ ℝ𝑛[𝑋] :

⟨𝑃 , 𝑄⟩ = ∫
+∞

−∞
𝑃(𝑥)𝑄(𝑥)𝑒−𝑥2 𝑑𝑥.

b) Montrer que l’application (𝑃 , 𝑄) ↦ ⟨𝑃 , 𝑄⟩ définit un produit scalaire sur ℝ𝑛[𝑋].

c) Exprimer la dérivée de 𝑥 ↦ 𝑃 ′(𝑥)𝑒−𝑥2 en fonction de 𝜑(𝑃)(𝑥)𝑒−𝑥2 . Prouver que, pour
tous 𝑃 , 𝑄 ∈ ℝ𝑛[𝑋], ⟨𝜑(𝑃), 𝑄⟩ = ⟨𝑃 , 𝜑(𝑄)⟩.

d) En déduire que ⟨𝐻𝑝, 𝐻𝑞⟩ = 0 pour deux entiers distincts 𝑝, 𝑞 ∈ {0, … , 𝑛}, puis que
(𝐻0, 𝐻1, … , 𝐻𝑛) est une base orthogonale. Montrer enfin que ⟨𝐻𝑝, 𝑄⟩ = 0 pour tout
𝑄 ∈ ℝ𝑝−1[𝑋], lorsque 1 ≤ 𝑝 ≤ 𝑛.

4°) Étude des racines de 𝐻𝑝, pour 1 ≤ 𝑝 ≤ 𝑛.

a) Montrer, en remarquant que ⟨𝐻𝑝, 𝐻0⟩ = 0, que 𝐻𝑝 s’annule au moins une fois sur ℝ
en changeant de signe.

b) On note 𝑎1, … , 𝑎𝑚 les racines distinctes de 𝐻𝑝 où il change de signe, avec 𝑚 ≤ 𝑝, et
on pose

𝑃𝑚(𝑋) =
𝑚

∏
𝑗=1

(𝑋 − 𝑎𝑗).

Étudier le signe de 𝐻𝑝𝑃𝑚 et déterminer ⟨𝐻𝑝, 𝑃𝑚⟩ si 𝑚 < 𝑝. En déduire que 𝑚 = 𝑝.

c) En déduire que 𝐻𝑝 admet 𝑝 racines simples dans ℝ.

5°) Relations entre les polynômes 𝐻𝑝, pour 2 ≤ 𝑝 ≤ 𝑛.
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a) Pour 3 ≤ 𝑝 ≤ 𝑛 et 𝑄 ∈ ℝ𝑝−3[𝑋], prouver que ⟨𝑋𝐻𝑝−1, 𝑄⟩ = 0 et ⟨𝐻𝑝 − 𝑋𝐻𝑝−1, 𝑄⟩ = 0.
En exprimant 𝐻𝑝 − 𝑋𝐻𝑝−1 dans la base (𝐻0, 𝐻1, … , 𝐻𝑛), établir

2𝐻𝑝 − 2𝑋𝐻𝑝−1 + (𝑝 − 1)𝐻𝑝−2 = 0 (2 ≤ 𝑝 ≤ 𝑛).

b) Prouver que ⟨𝐻′
𝑝, 𝑄⟩ = 0 pour 𝑄 ∈ ℝ𝑝−2[𝑋], lorsque 2 ≤ 𝑝 ≤ 𝑛. En déduire

𝐻′
𝑝 = 𝑝𝐻𝑝−1 (1 ≤ 𝑝 ≤ 𝑛).

Partie II

On considère ℝ𝑛 et l’ouvert 𝑈 = {𝑥 = (𝑥1, … , 𝑥𝑛) ∶ 𝑥1 < 𝑥2 < ⋯ < 𝑥𝑛}. Il n’est pas
demandé de vérifier que 𝑈 est ouvert.

La fonction étudiée est définie sur 𝑈 par

𝐹(𝑥) =
𝑛

∑
𝑖=1

𝑥2
𝑖 − 2 ∑

1≤𝑖<𝑗≤𝑛
ln(𝑥𝑗 − 𝑥𝑖).

Par exemple, pour 𝑛 = 3,

𝐹(𝑥) = 𝑥2
1 + 𝑥2

2 + 𝑥2
3 − 2 ln(𝑥2 − 𝑥1) − 2 ln(𝑥3 − 𝑥2) − 2 ln(𝑥3 − 𝑥1).

1°) Étude du cas 𝑛 = 2, où 𝐹(𝑥) = 𝑥2
1 + 𝑥2

2 − 2 ln(𝑥2 − 𝑥1).

a) Calculer les deux dérivées partielles de 𝐹 en tout point de 𝑈 et déterminer l’unique
point 𝑎 ∈ 𝑈 où elles sont nulles.

b) Calculer 𝐹(𝑎) et montrer que 𝐹 présente un minimum local en 𝑎.

2°) Étude du point critique de 𝐹 dans le cas général.
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À tout 𝑎 ∈ 𝑈 , on associe

𝑃(𝑋) =
𝑛

∏
𝑗=1

(𝑋 − 𝑎𝑗).

Un point de 𝑈 est dit critique lorsque toutes les dérivées partielles de 𝐹 y sont nulles.

a) Pour tout réel 𝑥 distinct de 𝑎1, … , 𝑎𝑛, établir

𝑃 ′(𝑥)
𝑃 (𝑥) =

𝑛
∑
𝑗=1

1
𝑥 − 𝑎𝑗

.

En déduire, pour chaque 𝑖, la limite lorsque 𝑥 → 𝑎𝑖 de
𝑃 ′(𝑥)
𝑃(𝑥) − 1

𝑥 − 𝑎𝑖
.

b) À l’aide de la formule de Taylor-Young, dont on demande de rappeler l’énoncé,
déterminer les développements limités à l’ordre 2 à l’origine de

𝑓(𝑡) = 𝑡𝑃 ′(𝑎𝑖 + 𝑡) − 𝑃 (𝑎𝑖 + 𝑡), 𝑔(𝑡) = 𝑡𝑃(𝑎𝑖 + 𝑡).

En déduire la limite lorsque 𝑥 → 𝑎𝑖 de
𝑃 ′(𝑥)
𝑃 (𝑥) − 1

𝑥 − 𝑎𝑖
, en posant 𝑥 = 𝑎𝑖 + 𝑡.

c) Utiliser les résultats précédents pour établir

∑
1≤𝑗≤𝑛

𝑗≠𝑖

1
𝑎𝑖 − 𝑎𝑗

= 𝑃 ″(𝑎𝑖)
2𝑃 ′(𝑎𝑖)

.

Exprimer les 𝑛 dérivées partielles de 𝐹 en fonction de 𝑥1, … , 𝑥𝑛. Montrer que, si 𝑎 est
critique, le polynôme 2𝑋𝑃 ′ − 𝑃 ″ admet les racines 𝑎1, … , 𝑎𝑛.

d) En déduire qu’il existe un réel 𝜆, à préciser, tel que 2𝑋𝑃 ′ − 𝑃 ″ = 𝜆𝑃 . Comparer 𝑃 et
𝐻𝑛. Établir que 𝐹 admet un unique point critique 𝑎 dans 𝑈 .
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3°) Nature du point critique dans le cas général.

a) Montrer que, si 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑈 et 0 ≤ 𝑡 ≤ 1, alors 𝑡𝑥 + (1 − 𝑡)𝑦 ∈ 𝑈 .

b) Une fonction 𝑓 sur 𝑈 est dite convexe lorsque, pour tous 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑈 et 𝑡 ∈ [0, 1],
𝑓(𝑡𝑥 + (1 − 𝑡)𝑦) ≤ 𝑡𝑓(𝑥) + (1 − 𝑡)𝑓(𝑦).

• Montrer que 𝑠 ↦ 𝑠2 est convexe sur ℝ. En déduire que 𝑥 ↦ 𝑥2
𝑖 est convexe sur 𝑈 .

• Montrer que 𝑠 ↦ − ln 𝑠 est convexe sur ]0, +∞[. En déduire que 𝑥 ↦ − ln(𝑥𝑗 − 𝑥𝑖) est
convexe sur 𝑈 pour 𝑖 < 𝑗.

• Établir que 𝐹 est convexe sur 𝑈 .

c) Soit 𝑎 le point critique et 𝑥 ∈ 𝑈 . Pour 𝑡 ∈ [0, 1], on pose 𝜓(𝑡) = 𝐹(𝑡𝑥 + (1 − 𝑡)𝑎).

• Calculer 𝜓′(𝑡) et montrer que 𝜓′(0) = 0.

• Pour 0 < 𝑡 ≤ 1, établir 𝜓(𝑡) − 𝜓(0)
𝑡 ≤ 𝐹(𝑥) − 𝐹(𝑎). Conclure que 𝐹 admet un

minimum en 𝑎.

4°) Calcul du minimum 𝐹(𝑎) dans le cas général.

a) On désigne par 𝑦1, … , 𝑦𝑛−1 les racines de 𝐻𝑛−1 et, pour 𝑛 ≥ 3, par 𝑧1, … , 𝑧𝑛−2 celles
de 𝐻𝑛−2.

• À l’aide de 2𝐻𝑛 − 2𝑋𝐻𝑛−1 + (𝑛 − 1)𝐻𝑛−2 = 0, établir

∣
𝑛−1
∏
𝑖=1

𝐻𝑛(𝑦𝑖)∣ = (𝑛 − 1
2 )

𝑛−1
∣
𝑛−2
∏
𝑖=1

𝐻𝑛−1(𝑧𝑖)∣ (𝑛 ≥ 3),
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puis

∣
𝑛−1
∏
𝑖=1

𝐻𝑛(𝑦𝑖)∣ = 22 33 ⋯ (𝑛 − 1)𝑛−1

2𝑛(𝑛−1)/2 .

Le produit du numérateur est vide et vaut 1 pour 𝑛 = 2.

• Établir

|𝐻′
𝑛(𝑎𝑖)| = ∣∏

𝑗≠𝑖
(𝑎𝑖 − 𝑎𝑗)∣

et évaluer

𝑝𝑛 = ∏
1≤𝑖<𝑗≤𝑛

(𝑎𝑗 − 𝑎𝑖)

en fonction de

𝑛
∏
𝑖=1

𝐻′
𝑛(𝑎𝑖).

• À l’aide de 𝐻′
𝑛 = 𝑛𝐻𝑛−1, établir

𝑝2
𝑛 = 𝑛𝑛 ∣

𝑛−1
∏
𝑖=1

𝐻𝑛(𝑦𝑖)∣ .

• En déduire 𝑝𝑛 en fonction de 𝑛.

b) En remarquant que
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𝐻𝑛(𝑋) =
𝑛

∏
𝑖=1

(𝑋 − 𝑎𝑖) = 𝑋𝑛 − (
𝑛

∑
𝑖=1

𝑎𝑖) 𝑋𝑛−1 + ( ∑
1≤𝑖<𝑗≤𝑛

𝑎𝑖𝑎𝑗) 𝑋𝑛−2 − ⋯

+ (−1)𝑛
𝑛

∏
𝑖=1

𝑎𝑖,

calculer

∑
𝑖

𝑎𝑖,

∑
𝑖<𝑗

𝑎𝑖𝑎𝑗,

puis

∑
𝑖

𝑎2
𝑖 .

En déduire 𝐹(𝑎) et retrouver, pour 𝑛 = 2, le résultat de II-1°.
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