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Partie I

On utilise 𝑁(𝑋) = max1≤𝑘≤𝑛 |𝑥𝑘|. La première composante 𝑥𝑛 répétée dans la définition
imprimée est rectifiée en 𝑥1 ; cette correction est indispensable aux estimations
demandées.

I.1. Étude de suites récurrentes linéaires

I.1.a. Pour chaque 𝜃, une suite de 𝐸(𝜃) est entièrement déterminée par ses deux premiers
termes : la formule

𝑢𝑘+1 = 2 cos 𝜃 𝑢𝑘 − 𝑢𝑘−1

construit tous les termes suivants. Réciproquement, pour tout couple (𝑢0, 𝑢1) ∈ ℝ2, cette
construction définit une unique suite de 𝐸(𝜃). L’application linéaire qui associe à une
suite ses deux premiers termes est donc un isomorphisme de 𝐸(𝜃) sur ℝ2. Ainsi
dim𝐸(𝜃) = 2.

Pour 0 < 𝜃 < 𝜋, les formules d’addition donnent

cos((𝑘 + 1)𝜃) + cos((𝑘 − 1)𝜃) = 2 cos 𝜃 cos(𝑘𝜃)

et

sin((𝑘 + 1)𝜃) + sin((𝑘 − 1)𝜃) = 2 cos 𝜃 sin(𝑘𝜃).

Les suites (cos(𝑘𝜃)) et (sin(𝑘𝜃)) appartiennent donc à 𝐸(𝜃). Elles sont libres : dans une
relation 𝛼 cos(𝑘𝜃) + 𝛽 sin(𝑘𝜃) = 0, l’indice 𝑘 = 0 donne 𝛼 = 0, puis 𝑘 = 1 donne
𝛽 sin 𝜃 = 0. Comme sin 𝜃 > 0, 𝛽 = 0. Elles forment ainsi une base, et toute suite s’écrit

𝑢𝑘 = 𝛼 cos(𝑘𝜃) + 𝛽 sin(𝑘𝜃).

Les conditions 𝑠0 = 0 et 𝑠1 = sin 𝜃 imposent 𝛼 = 0 et 𝛽 = 1, donc 𝑠𝑘(𝜃) = sin(𝑘𝜃).

Pour 𝜃 = 0, la relation est 𝑢𝑘+1 − 2𝑢𝑘 + 𝑢𝑘−1 = 0. Les suites (1) et (𝑘) la vérifient ; leurs
deux premiers termes sont respectivement (1, 1) et (0, 1), ce qui prouve leur liberté. Elles
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forment une base : 𝑢𝑘 = 𝛼 + 𝛽𝑘.

Pour 𝜃 = 𝜋, la relation est 𝑢𝑘+1 + 2𝑢𝑘 + 𝑢𝑘−1 = 0. Les suites ((−1)𝑘) et (𝑘(−1)𝑘) la
vérifient directement. Une relation entre elles, évaluée en 0 puis en 1, impose la nullité
des deux coefficients. Elles forment une base : 𝑢𝑘 = (−1)𝑘(𝛼 + 𝛽𝑘).

Ces bases sont établies par les formules trigonométriques et l’unicité à partir de deux
termes initiaux.

I.1.b. La suite nulle appartient à 𝐹(𝜃). Les conditions 𝑢0 = 0 et 𝑢𝑛+1 = 0 sont conservées
par toute combinaison linéaire de suites qui les satisfont. Comme 𝐸(𝜃) est un espace
vectoriel, 𝐹(𝜃) est un sous-espace de 𝐸(𝜃).

Pour 𝜃 = 0, on écrit 𝑢𝑘 = 𝛼 + 𝛽𝑘. La condition 𝑢0 = 0 impose 𝛼 = 0 ; puis
𝑢𝑛+1 = 𝛽(𝑛 + 1) = 0 impose 𝛽 = 0. Ainsi 𝐹(0) = {0}.

Pour 𝜃 = 𝜋, on écrit 𝑢𝑘 = (−1)𝑘(𝛼 + 𝛽𝑘). Les mêmes conditions imposent 𝛼 = 0 et
𝛽(𝑛 + 1) = 0, donc 𝛽 = 0. Ainsi 𝐹(𝜋) = {0}.

I.1.c. Pour 0 < 𝜃 < 𝜋, une suite de 𝐸(𝜃) s’écrit 𝑢𝑘 = 𝛼 cos(𝑘𝜃) + 𝛽 sin(𝑘𝜃). La condition
𝑢0 = 0 impose 𝛼 = 0. La seconde condition devient

𝛽 sin((𝑛 + 1)𝜃) = 0.

Or sin((𝑛 + 1)𝜃) = 0 si et seulement si (𝑛 + 1)𝜃 = 𝑝𝜋 pour un entier 𝑝. Comme
0 < (𝑛 + 1)𝜃 < (𝑛 + 1)𝜋, les seuls entiers possibles sont 𝑝 = 1, … , 𝑛.

Si 𝜃 ne possède aucune de ces valeurs, le sinus est non nul et 𝛽 = 0. Alors 𝐹(𝜃) = {0}.

I.1.d. Si 𝜃 = 𝑝𝜋/(𝑛 + 1), on a 𝑠0(𝜃) = 0 et 𝑠𝑛+1(𝜃) = sin(𝑝𝜋) = 0. La suite 𝑠(𝜃) appartient à
𝐹(𝜃).

Elle est non nulle puisque 𝑠1(𝜃) = sin 𝜃 > 0. La discussion précédente montre que toutes
les suites de 𝐹(𝜃) sont ses multiples. Donc

𝐹(𝜃) = Vect(𝑠(𝜃)), dim𝐹(𝜃) = 1.

I.2. Noyau de la matrice 𝐴(𝜃)

I.2.a. L’équation 𝐴(𝜃)𝑋 = 0 s’écrit
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2 cos 𝜃 𝑥1 − 𝑥2 = 0,

−𝑥𝑘−1 + 2 cos 𝜃 𝑥𝑘 − 𝑥𝑘+1 = 0 (2 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛 − 1),

−𝑥𝑛−1 + 2 cos 𝜃 𝑥𝑛 = 0.

Pour 𝑛 = 2, les deux lignes extrêmes sont les seules lignes. En posant 𝑥0 = 𝑥𝑛+1 = 0,
toutes les lignes s’écrivent

𝑥𝑘+1 − 2 cos 𝜃 𝑥𝑘 + 𝑥𝑘−1 = 0, 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛.

Si une suite 𝑢 ∈ 𝐹(𝜃) vérifie 𝑢𝑘 = 𝑥𝑘 pour 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛, ses relations de récurrence et ses
deux conditions aux bornes donnent ces lignes, donc 𝑋 ∈ Ker(𝐴(𝜃)).

Réciproquement, si 𝑋 appartient au noyau, construisons l’unique suite de 𝐸(𝜃) telle que
𝑢0 = 0, 𝑢1 = 𝑥1. La première ligne donne 𝑢2 = 𝑥2 ; les lignes suivantes donnent par
récurrence 𝑢𝑘 = 𝑥𝑘 jusqu’à 𝑘 = 𝑛. Enfin, la dernière ligne impose 𝑢𝑛+1 = 0. La suite ainsi
construite appartient donc à 𝐹(𝜃) et possède les composantes demandées.

I.2.b. Si 𝜃 n’appartient pas à l’ensemble {𝑝𝜋/(𝑛 + 1) ∶ 1 ≤ 𝑝 ≤ 𝑛}, y compris pour 𝜃 = 0
ou 𝜃 = 𝜋, les questions I.1.b et I.1.c donnent 𝐹(𝜃) = {0}. Par I.2.a, Ker(𝐴(𝜃)) = {0}.

Si 𝜃 = 𝑝𝜋/(𝑛 + 1), posons

𝑆(𝜃) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

sin 𝜃

sin(2𝜃)

⋮

sin(𝑛𝜃)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

.

La question I.1.d et I.2.a donnent Ker(𝐴(𝜃)) = Vect(𝑆(𝜃)), de dimension 1 puisque la
première composante est non nulle.

Une matrice carrée est inversible si et seulement si son noyau est réduit à 0. Ainsi

𝐴(𝜃) est inversible ⟺ 𝜃 ∉ { 𝑝𝜋
𝑛 + 1 ∶ 1 ≤ 𝑝 ≤ 𝑛}.
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I.3. Valeurs propres de la matrice 𝐴

I.3.a. Puisque cos 0 = 1,

𝐴 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

2 −1 0 ⋯ 0

−1 2 −1 ⋱ ⋮

0 ⋱ ⋱ ⋱ 0

⋮ ⋱ −1 2 −1

0 ⋯ 0 −1 2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

.

Cette matrice est réelle et symétrique. Le théorème spectral réel affirme qu’une matrice
symétrique réelle est diagonalisable dans une base orthonormale de ℝ𝑛 et que sa matrice
diagonale a des coefficients réels. Il s’applique donc à 𝐴 et fournit ses valeurs propres
réelles.

I.3.b. Posons 𝑥0 = 𝑥𝑛+1 = 0. Le système (𝐴 − 𝜆𝐼𝑛)𝑋 = 0 s’écrit

(2 − 𝜆)𝑥𝑘 = 𝑥𝑘−1 + 𝑥𝑘+1, 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛.

Soit 𝑖 tel que |𝑥𝑖| = 𝑁(𝑋). Comme 𝑋 ≠ 0, |𝑥𝑖| > 0. La ligne 𝑖 et l’inégalité triangulaire
donnent

|2 − 𝜆| |𝑥𝑖| ≤ |𝑥𝑖−1| + |𝑥𝑖+1| ≤ 2|𝑥𝑖|.

Cette estimation inclut 𝑖 = 1 et 𝑖 = 𝑛, avec les composantes fictives nulles. En divisant
par |𝑥𝑖| > 0, on obtient |𝜆 − 2| ≤ 2, soit 0 ≤ 𝜆 ≤ 4.

Alors 1 − 𝜆/2 ∈ [−1, 1]. La fonction cosinus est continue et strictement décroissante de 1
à −1 sur [0, 𝜋], donc il existe un unique 𝜃 ∈ [0, 𝜋] tel que cos 𝜃 = 1 − 𝜆/2. Ainsi
𝜆 = 2(1 − cos 𝜃).

I.3.c. Pour 𝜆 = 2(1 − cos 𝜃), les coefficients diagonaux de 𝐴 − 𝜆𝐼𝑛 valent 2 cos 𝜃, et ses
coefficients adjacents restent −1. Donc

𝐴 − 𝜆𝐼𝑛 = 𝐴(𝜃).

5 / 16



prepasimple.fr

Prépa Simple ESSEC —Mathématiques 1 — 1996

La valeur 𝜆 est propre si et seulement si le noyau de cette matrice est non nul. Par I.2.b,
cela se produit exactement pour

𝜃𝑝 = 𝑝𝜋
𝑛 + 1, 1 ≤ 𝑝 ≤ 𝑛.

Les valeurs propres sont donc

𝜆𝑝 = 2 (1 − cos 𝑝𝜋
𝑛 + 1) , 1 ≤ 𝑝 ≤ 𝑛.

Les angles 𝜃𝑝 sont strictement croissants dans ]0, 𝜋[, et le cosinus y est strictement
décroissant. Ainsi

0 < 𝜆1 < 𝜆2 < ⋯ < 𝜆𝑛 < 4.

Il s’agit de 𝑛 valeurs propres distinctes, et la discussion de I.3.b montre qu’il n’y en a pas
d’autres.

I.4. Vecteurs propres de la matrice 𝐴

I.4.a. Le noyau de 𝐴 − 𝜆𝑝𝐼𝑛 = 𝐴(𝜃𝑝) est engendré par le vecteur 𝑆(𝜃𝑝) de I.2.b. Comme
sin 𝜃𝑝 > 0, fixer la première composante à cette valeur impose le coefficient
multiplicateur 1. Le vecteur demandé est donc

𝑋𝑝 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

sin 𝜃𝑝

sin(2𝜃𝑝)

⋮

sin(𝑛𝜃𝑝)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

, (𝑋𝑝)𝑘 = sin 𝑘𝑝𝜋
𝑛 + 1.

I.4.b. La quantité 𝑡(𝑋𝑝)𝐴𝑋𝑞 est un scalaire, donc égale à sa transposée. Comme 𝑡𝐴 = 𝐴,

𝑡(𝑋𝑝)𝐴𝑋𝑞 = 𝑡(𝑡(𝑋𝑝)𝐴𝑋𝑞) = 𝑡(𝑋𝑞)𝑡𝐴𝑋𝑝 = 𝑡(𝑋𝑞)𝐴𝑋𝑝.

En utilisant 𝐴𝑋𝑞 = 𝜆𝑞𝑋𝑞 et 𝐴𝑋𝑝 = 𝜆𝑝𝑋𝑝, on obtient

𝜆𝑞
𝑡(𝑋𝑝)𝑋𝑞 = 𝜆𝑝

𝑡(𝑋𝑞)𝑋𝑝 = 𝜆𝑝
𝑡(𝑋𝑝)𝑋𝑞.

Donc (𝜆𝑞 − 𝜆𝑝)𝑡(𝑋𝑝)𝑋𝑞 = 0. Comme 𝜆𝑞 ≠ 𝜆𝑝, on conclut 𝑡(𝑋𝑝)𝑋𝑞 = 0.

6 / 16



prepasimple.fr

Prépa Simple ESSEC —Mathématiques 1 — 1996

I.4.c. Question adaptée au programme actuel.

Nous calculons une somme trigonométrique réelle qui fournit exactement la
normalisation nécessaire.

Les formules d’addition donnent

sin(𝛼 + 𝜃) − sin(𝛼 − 𝜃) = 2 cos𝛼 sin 𝜃.

Avec 𝛼 = 2𝑘𝜃,

2 sin 𝜃 cos(2𝑘𝜃) = sin((2𝑘 + 1)𝜃) − sin((2𝑘 − 1)𝜃).

En sommant pour 𝑘 = 0, … , 𝑛, les termes sont télescopiques :

2 sin 𝜃 𝐶𝑛(𝜃) = sin((2𝑛 + 1)𝜃) − sin(−𝜃) = sin((2𝑛 + 1)𝜃) + sin 𝜃.

Comme 0 < 𝜃 < 𝜋, sin 𝜃 > 0, donc

𝐶𝑛(𝜃) = 1
2 + sin((2𝑛 + 1)𝜃)

2 sin 𝜃 .

Pour 𝜃 = 𝜃𝑝 = 𝑝𝜋/(𝑛 + 1),

sin((2𝑛 + 1)𝜃𝑝) = sin(2𝑝𝜋 − 𝜃𝑝) = − sin 𝜃𝑝.

Ainsi 𝐶𝑛(𝜃𝑝) = 0, et

𝑛
∑
𝑘=1

cos(2𝑘𝜃𝑝) = −1.

L’identité cos(2𝑡) = cos2 𝑡 − sin2 𝑡 = 1 − 2 sin2 𝑡, obtenue à partir des formules d’addition
et de cos2 𝑡 + sin2 𝑡 = 1, donne

𝑛
∑
𝑘=1

sin2(𝑘𝜃𝑝) = 𝑛
2 − 1

2
𝑛

∑
𝑘=1

cos(2𝑘𝜃𝑝) = 𝑛 + 1
2 .
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Donc 𝑡(𝑋𝑝)𝑋𝑝 = (𝑛 + 1)/2, comme demandé.

I.4.d. Le coefficient de ligne 𝑘 et colonne 𝑝 de 𝑃 est

𝑃𝑘,𝑝 = sin 𝑘𝑝𝜋
𝑛 + 1 = 𝑃𝑝,𝑘.

Donc 𝑡𝑃 = 𝑃 . Les coefficients de 𝑡𝑃𝑃 sont les produits scalaires des colonnes. Par I.4.b et
I.4.c,

𝑡𝑃𝑃 = 𝑛 + 1
2 𝐼𝑛.

Puisque 𝑃 est symétrique, 𝑃 2 = (𝑛 + 1)𝐼𝑛/2. Ainsi 𝑃 possède l’inverse explicite

𝑃 −1 = 2
𝑛 + 1𝑃 ,

car le produit dans chaque ordre vaut 𝐼𝑛.

Si 𝐷 = diag(𝜆1, … , 𝜆𝑛), les égalités 𝐴𝑋𝑝 = 𝜆𝑝𝑋𝑝 s’écrivent 𝐴𝑃 = 𝑃𝐷. En multipliant
par l’inverse justifié de 𝑃 ,

𝑃 −1𝐴𝑃 = 𝐷.

I.5. Étude de l’équation 𝐴𝑋 = 𝐵

I.5.a. Méthode 1 — Utilisation de l’inversibilité déjà établie.

La question I.2.b avec 𝜃 = 0 donne que 𝐴 = 𝐴(0) est inversible. Pour tout 𝐵, l’unique
solution est donc 𝑋 = 𝐴−1𝐵.

Méthode 2 — Une identité de somme de carrés.

Pour un vecteur 𝑋, posons 𝑥0 = 𝑥𝑛+1 = 0. Le développement des carrés donne

𝑡𝑋𝐴𝑋 = 2
𝑛

∑
𝑘=1

𝑥2
𝑘 − 2

𝑛−1
∑
𝑘=1

𝑥𝑘𝑥𝑘+1 =
𝑛

∑
𝑘=0

(𝑥𝑘+1 − 𝑥𝑘)2.

Si 𝐴𝑋 = 0, cette somme de carrés est nulle, donc chaque différence est nulle. Comme
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𝑥0 = 0, toutes les composantes sont nulles. Ainsi le noyau de 𝐴 est nul. En dimension
finie, un endomorphisme injectif est bijectif, ce qui donne existence et unicité de la
solution de 𝐴𝑋 = 𝐵. Cette méthode met aussi en évidence la stricte positivité de la
forme quadratique pour 𝑋 ≠ 0.

I.5.b. Méthode 1 — Vérification d’une suite quadratique.

Posons 𝑚 = 𝑛 + 1 et 𝑤𝑘 = 𝑘(𝑚 − 𝑘)/2 pour 0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑚. On a 𝑤0 = 𝑤𝑚 = 0. La différence
seconde de 𝑘2 vaut 2, tandis que celle de 𝑘 est nulle. Donc

2𝑤𝑘 − 𝑤𝑘−1 − 𝑤𝑘+1 = 1, 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛.

Ces égalités sont exactement 𝐴𝑊 = 𝑉 , y compris aux deux extrémités grâce à
𝑤0 = 𝑤𝑚 = 0. L’unicité de I.5.a donne les composantes annoncées.

Méthode 2 — Différences successives.

Écrivons 𝑑𝑘 = 𝑤𝑘 − 𝑤𝑘−1 pour 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑚, avec 𝑤0 = 𝑤𝑚 = 0. Le système 𝐴𝑊 = 𝑉
donne 𝑑𝑘+1 = 𝑑𝑘 − 1. Ainsi 𝑑𝑘 = 𝑑1 − (𝑘 − 1) et

𝑤𝑘 =
𝑘

∑
𝑗=1

𝑑𝑗 = 𝑘𝑑1 − 𝑘(𝑘 − 1)
2 .

La condition 𝑤𝑚 = 0 impose 𝑑1 = (𝑚 − 1)/2, d’où 𝑤𝑘 = 𝑘(𝑚 − 𝑘)/2. Cette approche
permet de construire la solution au lieu de la vérifier.

Pour la majoration, la fonction 𝑞(𝑥) = 𝑥(𝑎 − 𝑥) sur [0, 𝑎], avec 𝑎 > 0, a pour dérivée
𝑎 − 2𝑥. Elle croît jusqu’à 𝑎/2, puis décroît ; son maximum vaut 𝑎2/4. On peut aussi le
vérifier par 𝑞(𝑥) = 𝑎2/4 − (𝑥 − 𝑎/2)2.

En prenant 𝑎 = 𝑚 = 𝑛 + 1, on obtient 0 ≤ 𝑤𝑘 ≤ 𝑚2/8, donc

𝑁(𝑊) ≤ (𝑛 + 1)2

8 .

I.5.c. Posons 𝑟 = min(𝑥1, … , 𝑥𝑛), et soit 𝑖 le plus grand indice où ce minimum est atteint.
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Supposons par l’absurde 1 < 𝑖 < 𝑛. La ligne 𝑖 donne

0 ≤ 𝑏𝑖 = 2𝑟 − 𝑥𝑖−1 − 𝑥𝑖+1 ≤ 0,

car les deux composantes voisines sont au moins 𝑟. L’égalité impose donc
𝑥𝑖−1 = 𝑥𝑖+1 = 𝑟. Mais 𝑖 + 1 > 𝑖 est alors un autre indice où le minimum est atteint, ce qui
contredit le choix de 𝑖. Ainsi 𝑖 = 1 ou 𝑖 = 𝑛.

Si 𝑖 = 1, la première ligne est 𝑏1 = 2𝑟 − 𝑥2 ≤ 𝑟, puisque 𝑥2 ≥ 𝑟. Comme 𝑏1 ≥ 0, on a 𝑟 ≥ 0.

Si 𝑖 = 𝑛, la dernière ligne est 𝑏𝑛 = 2𝑟 − 𝑥𝑛−1 ≤ 𝑟, donc également 𝑟 ≥ 0.

Dans tous les cas, toutes les composantes de 𝑋 sont au moins 𝑟 ≥ 0. La positivité est
donc au sens large, ce qui permet son utilisation en I.5.d même si certaines composantes
du second membre sont nulles.

I.5.d. Pour chaque 𝑘, |𝑏𝑘| ≤ 𝑁(𝐵), donc

𝑌𝑘 = 𝑁(𝐵) − 𝑏𝑘 ≥ 0, 𝑍𝑘 = 𝑁(𝐵) + 𝑏𝑘 ≥ 0.

Par linéarité, puisque 𝐴𝑊 = 𝑉 et 𝐴𝑋 = 𝐵,

𝐴(𝑁(𝐵)𝑊 − 𝑋) = 𝑌 , 𝐴(𝑁(𝐵)𝑊 + 𝑋) = 𝑍.

La question I.5.c appliquée aux deux seconds membres positifs ou nuls montre que les
deux vecteurs solutions ont des composantes positives ou nulles. Donc

−𝑁(𝐵)𝑤𝑘 ≤ 𝑥𝑘 ≤ 𝑁(𝐵)𝑤𝑘.

Comme 𝑁(𝐵) ≥ 0 et 𝑤𝑘 > 0 pour 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛, cela équivaut à |𝑥𝑘| ≤ 𝑁(𝐵)𝑤𝑘. En prenant
le maximum et en utilisant I.5.b,

𝑁(𝑋) ≤ 𝑁(𝐵)𝑁(𝑊) ≤ (𝑛 + 1)2

8 𝑁(𝐵).

Cette preuve inclut 𝐵 = 0, auquel cas l’unicité donne 𝑋 = 0.
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Partie II

II.1. Existence et unicité de la solution 𝑓

II.1.a. Posons, pour 𝑥 ∈ [0, 1],

𝑈(𝑥) = ∫
1

𝑥
(𝑡 − 1)𝑔(𝑡) 𝑑𝑡, 𝑉 (𝑥) = ∫

𝑥

0
𝑡𝑔(𝑡) 𝑑𝑡.

La fonction 𝑔 est continue. Le théorème fondamental du calcul intégral donne
𝑈, 𝑉 ∈ 𝐶1([0, 1]) et

𝑈 ′(𝑥) = −(𝑥 − 1)𝑔(𝑥), 𝑉 ′(𝑥) = 𝑥𝑔(𝑥).

Comme 𝐿(𝑥) = 𝑥𝑈(𝑥) + (𝑥 − 1)𝑉 (𝑥), on obtient

𝐿′(𝑥) = 𝑈(𝑥) + 𝑥𝑈 ′(𝑥) + 𝑉 (𝑥) + (𝑥 − 1)𝑉 ′(𝑥) = 𝑈(𝑥) + 𝑉 (𝑥),

les deux termes contenant 𝑥(𝑥 − 1)𝑔(𝑥) s’annulant. Cette dernière expression est de
classe 𝐶1, donc 𝐿 est de classe 𝐶2, et

𝐿″(𝑥) = 𝑈 ′(𝑥) + 𝑉 ′(𝑥) = −(𝑥 − 1)𝑔(𝑥) + 𝑥𝑔(𝑥) = 𝑔(𝑥).

Aux extrémités, les dérivées sont comprises comme dérivées unilatérales avec
prolongements continus. Ainsi 𝐿″ = 𝑔 sur [0, 1].

II.1.b. Méthode 1 — Fonction 𝐿 et différence de deux solutions.

La définition donne 𝐿(0) = 0 et 𝐿(1) = 0, car l’une des intégrales est nulle et l’autre est
multipliée par un facteur nul. La fonction

𝑓(𝑥) = 𝑎(1 − 𝑥) + 𝑏𝑥 + 𝐿(𝑥)

est de classe 𝐶2, vérifie 𝑓(0) = 𝑎, 𝑓(1) = 𝑏 et 𝑓″ = 𝐿″ = 𝑔. Elle fournit donc une solution.

Si 𝑓1, 𝑓2 sont deux solutions, leur différence 𝐻 vérifie 𝐻″ = 0. Le théorème des
accroissements finis donne que 𝐻′ est constante, puis que 𝐻 est affine. Écrivons
𝐻(𝑥) = 𝛼𝑥 + 𝛽. Les valeurs 𝐻(0) = 𝐻(1) = 0 imposent 𝛽 = 0, puis 𝛼 = 0. La solution est
unique.
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Méthode 2 — Construction à partir de primitives.

Posons 𝐺(𝑥) = ∫
𝑥

0
𝑔(𝑡) 𝑑𝑡 et 𝐻(𝑥) = ∫

𝑥

0
𝐺(𝑠) 𝑑𝑠. La continuité de 𝑔 donne 𝐻 ∈ 𝐶2 et

𝐻″ = 𝑔. Toute solution de 𝑓″ = 𝑔 s’écrit 𝑓(𝑥) = 𝐻(𝑥) + 𝑐𝑥 + 𝑑 : en effet, la différence a
une dérivée seconde nulle et est affine, comme ci-dessus.

La condition en 0 impose 𝑑 = 𝑎, puisque 𝐻(0) = 0 ; la condition en 1 impose
𝑐 = 𝑏 − 𝑎 − 𝐻(1). Il existe donc un unique choix, et

𝑓(𝑥) = 𝑎 + (𝑏 − 𝑎 − 𝐻(1))𝑥 + 𝐻(𝑥).

Pour relier cette expression à 𝐿, une intégration par parties sur [0, 𝑥] donne

𝐻(𝑥) = 𝑥𝐺(𝑥) − ∫
𝑥

0
𝑡𝑔(𝑡) 𝑑𝑡.

Avec 𝐻(1) = ∫
1

0
(1 − 𝑡)𝑔(𝑡) 𝑑𝑡, on vérifie en scindant les intégrales à 𝑥 que

𝐻(𝑥) − 𝑥𝐻(1) = 𝐿(𝑥). On retrouve donc la formule précédente. Cette méthode explique
comment les deux conditions aux bornes fixent les constantes d’intégration.

II.2. Approximation de 𝑓″ par différences finies

II.2.a. On a 𝑓″ = 𝑔 et 𝑔 ∈ 𝐶2([0, 1]). Ainsi 𝑓‴ = 𝑔′ existe et est continue, puis 𝑓 (4) = 𝑔″

existe et est continue. Donc 𝑓 ∈ 𝐶4([0, 1]).

II.2.b. La fonction |𝑔″| est continue sur le segment fermé et borné [0, 1]. Elle y atteint un
maximum fini 𝑀2, par le théorème des bornes atteintes. Comme 𝑓 (4) = 𝑔″, on a
|𝑓 (4)| ≤ 𝑀2.

Appliquons l’inégalité de Taylor-Lagrange à l’ordre 3, à partir de 𝑥, pour les points 𝑥 + ℎ
et 𝑥 − ℎ. Les deux segments sont inclus dans [0, 1] et 𝑓 est de classe 𝐶4, donc

𝑓(𝑥 + ℎ) = 𝑓(𝑥) + ℎ𝑓 ′(𝑥) + ℎ2

2 𝑓″(𝑥) + ℎ3

6 𝑓‴(𝑥) + 𝑅+,
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𝑓(𝑥 − ℎ) = 𝑓(𝑥) − ℎ𝑓 ′(𝑥) + ℎ2

2 𝑓″(𝑥) − ℎ3

6 𝑓‴(𝑥) + 𝑅−,

avec |𝑅+| ≤ 𝑀2ℎ4/24 et |𝑅−| ≤ 𝑀2ℎ4/24.

En additionnant et en retranchant 2𝑓(𝑥), les termes impairs s’annulent :

𝑓(𝑥 + ℎ) − 2𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑥 − ℎ) − ℎ2𝑓″(𝑥) = 𝑅+ + 𝑅−.

L’inégalité triangulaire donne un module au plus 𝑀2ℎ4/12. Comme ℎ > 0, on peut
diviser par ℎ2 et obtenir

∣𝑓(𝑥 + ℎ) − 2𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑥 − ℎ)
ℎ2 − 𝑓″(𝑥)∣ ≤ 𝑀2ℎ2

12 .

II.3. Discrétisation de l’équation 𝑓″ = 𝑔

II.3.a. Avec ℎ = 1/(𝑛 + 1), 𝑥𝑘 = 𝑘ℎ, 𝑦0 = 𝑎 et 𝑦𝑛+1 = 𝑏, les équations sont

2𝑦𝑘 − 𝑦𝑘−1 − 𝑦𝑘+1 = −ℎ2𝑔(𝑥𝑘), 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛.

Pour 𝑘 = 1, la valeur 𝑦0 = 𝑎 est reportée à droite, donnant 2𝑦1 − 𝑦2 = 𝑎 − ℎ2𝑔(𝑥1). Pour
𝑘 = 𝑛, on obtient −𝑦𝑛−1 + 2𝑦𝑛 = 𝑏 − ℎ2𝑔(𝑥𝑛). Aux indices intérieurs,

−𝑦𝑘−1 + 2𝑦𝑘 − 𝑦𝑘+1 = −ℎ2𝑔(𝑥𝑘).

Ainsi 𝐴𝑌 = 𝐵, avec

𝑏1 = 𝑎 − ℎ2𝑔(𝑥1), 𝑏𝑛 = 𝑏 − ℎ2𝑔(𝑥𝑛), 𝑏𝑘 = −ℎ2𝑔(𝑥𝑘) (2 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛 − 1).

Pour 𝑛 = 2, seuls les deux coefficients extrêmes interviennent ; ils sont distincts. Le
vecteur 𝑌 est bien la solution 𝑋 = 𝑌 du système demandé, et il est unique puisque 𝐴 est
inversible.

II.3.b. Notons 𝑓𝑘 = 𝑓(𝑥𝑘) pour 0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛 + 1 et 𝑒𝑘 = 𝑓𝑘 − 𝑦𝑘. On a 𝑒0 = 𝑒𝑛+1 = 0,
puisque les valeurs aux bornes sont exactes.

Chaque point intérieur 𝑥𝑘 et le pas ℎ satisfont les hypothèses de II.2.b. Avec
𝑓″(𝑥𝑘) = 𝑔(𝑥𝑘),
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|𝑓𝑘+1 − 2𝑓𝑘 + 𝑓𝑘−1 − ℎ2𝑔(𝑥𝑘)| ≤ 𝑀2ℎ4/12.

D’autre part, 𝑦𝑘+1 − 2𝑦𝑘 + 𝑦𝑘−1 = ℎ2𝑔(𝑥𝑘). En soustrayant,

|𝑒𝑘+1 − 2𝑒𝑘 + 𝑒𝑘−1| ≤ 𝑀2ℎ4/12.

Le vecteur 𝐹 − 𝑌 a pour composantes 𝑒1, … , 𝑒𝑛. Grâce aux valeurs 𝑒0 = 𝑒𝑛+1 = 0, la
composante 𝑘 de 𝐴(𝐹 − 𝑌 ) vaut 2𝑒𝑘 − 𝑒𝑘−1 − 𝑒𝑘+1, même aux deux extrémités. Son
module est donc au plus 𝑀2ℎ4/12. En prenant le maximum,

𝑁(𝐴(𝐹 − 𝑌 )) ≤ 𝑀2ℎ4

12 .

II.3.c. Appliquons I.5.d au vecteur 𝑋 = 𝐹 − 𝑌 et au second membre 𝐴(𝐹 − 𝑌 ). On
obtient

𝑁(𝐹 − 𝑌 ) ≤ (𝑛 + 1)2

8 𝑁(𝐴(𝐹 − 𝑌 )) ≤ (𝑛 + 1)2

8
𝑀2ℎ4

12 .

Comme ℎ = 1/(𝑛 + 1),

𝑁(𝐹 − 𝑌 ) ≤ 𝑀2
96(𝑛 + 1)2 = 𝑀2ℎ2

96 .

Cette estimation montre que l’erreur maximale aux points de la grille tend vers 0
lorsque 𝑛 → +∞, et fournit une borne explicite valable pour chaque 𝑛 ≥ 2.

II.4. Applications

II.4.a. Si 𝑔″ = 0, alors 𝑀2 = 0. La majoration de II.3.c donne 0 ≤ 𝑁(𝐹 − 𝑌 ) ≤ 0, donc
𝐹 = 𝑌 . Ainsi 𝑦𝑘 = 𝑓(𝑥𝑘) pour tout 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛.

On peut aussi constater que 𝑔 est alors affine, donc 𝑓 est un polynôme de degré au plus
3. Dans les développements de Taylor de II.2.b, les restes d’ordre 4 sont nuls : les
différences finies centrées reproduisent exactement 𝑓″ aux points intérieurs.

II.4.b. Pour 𝑔(𝑥) = 1, une primitive double donne 𝑓(𝑥) = 𝑥2/2 + 𝑐𝑥 + 𝑑. Les conditions
𝑓(0) = 𝑓(1) = 0 imposent 𝑑 = 0 et 𝑐 = −1/2. Ainsi

𝑓(𝑥) = 𝑥2 − 𝑥
2 = −𝑥(1 − 𝑥)

2 .
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Comme 𝑔″ = 0, II.4.a donne

𝑦𝑘 = 𝑓(𝑘ℎ) = −𝑘ℎ(1 − 𝑘ℎ)
2 = −ℎ2 𝑘(𝑛 + 1 − 𝑘)

2 .

Le second membre du système de II.3.a vaut ici 𝐵 = −ℎ2𝑉 . Donc 𝐴(−𝑌 /ℎ2) = 𝑉 . Par
unicité, 𝑊 = −𝑌 /ℎ2, d’où

𝑤𝑘 = 𝑘(𝑛 + 1 − 𝑘)
2 .

On retrouve exactement la formule de I.5.b.

II.4.c. Méthode 1 — Application de l’exactitude pour un second membre affine.

Prenons 𝑔(𝑥) = 𝑥 sur [0, 1] et 𝑎 = 𝑏 = 0. La solution de 𝑓″ = 𝑥 avec ces conditions est

𝑓(𝑥) = 𝑥3 − 𝑥
6 ,

car sa dérivée seconde vaut 𝑥 et ses deux valeurs aux bornes sont nulles. On a 𝑔″ = 0,
donc les approximations sont exactes : 𝑦𝑘 = 𝑓(𝑘ℎ) = (𝑘3ℎ3 − 𝑘ℎ)/6.

Le second membre de II.3.a a pour composante −ℎ2𝑔(𝑘ℎ) = −𝑘ℎ3. Si 𝐵∗ = 𝑡(1, 2, … , 𝑛),
on a donc 𝐴𝑌 = −ℎ3𝐵∗. Le vecteur 𝑋 = −𝑌 /ℎ3 vérifie 𝐴𝑋 = 𝐵∗, et ses composantes
sont

𝑥𝑘 = −𝑘3ℎ3 − 𝑘ℎ
6ℎ3 = 𝑘((𝑛 + 1)2 − 𝑘2)

6 , 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛.

La division est légitime puisque ℎ > 0. L’inversibilité de 𝐴 assure l’unicité.

Méthode 2 — Vérification directe d’une suite cubique.

Posons 𝑚 = 𝑛 + 1 et 𝑞𝑘 = 𝑘(𝑚2 − 𝑘2)/6 pour 0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑚. Alors 𝑞0 = 𝑞𝑚 = 0. Le
développement du binôme donne

(𝑘 + 1)3 + (𝑘 − 1)3 − 2𝑘3 = 6𝑘

et (𝑘 + 1) + (𝑘 − 1) − 2𝑘 = 0. Par conséquent,
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2𝑞𝑘 − 𝑞𝑘−1 − 𝑞𝑘+1 = 𝑘, 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛.

Le vecteur 𝑡(𝑞1, … , 𝑞𝑛) résout donc 𝐴𝑋 = 𝐵∗. Par unicité, il s’agit de la même solution.
La première méthode utilise le lien entre le problème continu et sa discrétisation ; la
seconde vérifie directement la formule entière.

Relevé des adaptations

Préambule. La définition imprimée de 𝑁(𝑋) répète |𝑥𝑛| en première position et omet
|𝑥1|. Elle est rectifiée en 𝑁(𝑋) = max(|𝑥1|, … , |𝑥𝑛|), conformément au rôle de cette
quantité dans toutes les estimations.

I.3.b. La notation imprimée «𝑋 une valeur propre» est rectifiée en «𝜆 une valeur
propre» pour distinguer la valeur propre du vecteur propre 𝑋.

I.4.c. La somme initiale est remplacée par la somme entièrement réelle

𝐶𝑛(𝜃) =
𝑛

∑
𝑘=0

cos(2𝑘𝜃).

Une identité trigonométrique, démontrée puis sommée de façon télescopique, conserve
le résultat nécessaire : 𝑡(𝑋𝑝)𝑋𝑝 = (𝑛 + 1)/2.

Aucune question n’est supprimée ni admise. En I.1.a, les bases des suites sont
démontrées directement par les formules d’addition et la détermination d’une suite par
ses deux termes initiaux. Les calculs spectraux se font sans déterminant ni polynôme
caractéristique.
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