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Partie I

On utilise N(X) = max, ., |7;|. La premiere composante z,, répétée dans la définition
imprimée est rectifiée en x, ; cette correction est indispensable aux estimations

demandées.
I.1. Etude de suites récurrentes linéaires

I.1.a. Pour chaque 6, une suite de E'() est entierement déterminée par ses deux premiers

termes : la formule

U’k‘—l—l = 2C080uk —Up_1

construit tous les termes suivants. Réciproquement, pour tout couple (uy, u,) € R?, cette
construction définit une unique suite de £(6). L'application linéaire qui associe a une
suite ses deux premiers termes est donc un isomorphisme de E(6) sur R?. Ainsi

dim E(0) = 2.

Pour 0 < 0 < 7, les formules d’addition donnent

cos((k + 1)0) 4 cos((k — 1)0) = 2 cos 0 cos(k0)

et
sin((k + 1)0) + sin((k — 1)8) = 2 cos @ sin(k6).

Les suites (cos(kf)) et (sin(kf)) appartiennent donc a £(#). Elles sont libres : dans une
relation a cos(kf) + Bsin(kf) = 0, 'indice £ = 0 donne a = 0, puis k = 1 donne

Bsinf = 0. Comme sinf > 0, 5 = 0. Elles forment ainsi une base, et toute suite s’écrit
uy, = acos(kf) + Bsin(k0).
Les conditions s, = 0 et s; = sinf imposent o = 0 et 5 = 1, donc s, (#) = sin(k0).

Pour 0 = 0, la relation est u;,, | — 2u;, + u;,_; = 0. Les suites (1) et (k) la vérifient; leurs

deux premiers termes sont respectivement (1, 1) et (0, 1), ce qui prouve leur liberté. Elles
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forment une base : u;, = o + (k.

Pour 0 = 7, la relation est uy,; + 2uy, + u,_; = 0. Les suites ((—1)%) et (k(—1)%) la
vérifient directement. Une relation entre elles, évaluée en 0 puis en 1, impose la nullité

des deux coefficients. Elles forment une base : u, = (—1)*(a + Sk).

Ces bases sont établies par les formules trigonométriques et 1'unicité a partir de deux

termes initiaux.

I.1.b. La suite nulle appartient a F'(6). Les conditions u, = 0 et u,,,; = 0 sont conservées
par toute combinaison linéaire de suites qui les satisfont. Comme E(f) est un espace

vectoriel, F'(#) est un sous-espace de E(0).

Pour 6§ = 0, on écrit u;, = o + Bk. La condition v, = 0 impose oo = 0; puis
u,.1 = B(n+1) =0impose 5 = 0. Ainsi F'(0) = {0}.

Pour 6 = 7, on écrit u;, = (—1)*(a + Bk). Les mémes conditions imposent o = 0 et
B(n+1) =0,donc g = 0. Ainsi F'(7) = {0}.

I.1.c. Pour 0 < 6 < 7, une suite de E(0) s’écrit u;,, = o cos(kf) + [ sin(kd). La condition

ug = 0 impose o = 0. La seconde condition devient
Bsin((n+1)0) = 0.

Or sin((n + 1)) = 0 si et seulement si (n + 1)0 = p7 pour un entier p. Comme

0 < (n+1)8 < (n+ 1)m, les seuls entiers possibles sontp =1, ..., n.
Si 6 ne possede aucune de ces valeurs, le sinus est non nul et 5 = 0. Alors F(6) = {0}.

[1.d.Si6 =prn/(n+1),onasy(d) =0ets, (§) =sin(pr) = 0. La suite s(f) appartient a
F(0).

Elle est non nulle puisque s;(#) = sin# > 0. La discussion précédente montre que toutes

les suites de F'(#) sont ses multiples. Donc
F(0) = Vect(s(0)), dim F(0) = 1.
I.2. Noyau de la matrice A(f)

[.2.a. U'équation A(6)X = 0 s’écrit
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2cos0xy — x5 =0,
—x,_ 1 +2cosbx,—x,, =0 (2<k<n-—1),
—x,_1+2cosfzx, =0.

Pour n = 2, les deux lignes extrémes sont les seules lignes. En posant z, = z,,,; =0,

toutes les lignes s’écrivent
Ty —2cosbxy, + x5, =0, 1<k<n.

Si une suite u € F(0) vérifie u;, = x;,, pour 1 < k < n, ses relations de récurrence et ses

deux conditions aux bornes donnent ces lignes, donc X € Ker(A(6)).

Réciproquement, si X appartient au noyau, construisons 'unique suite de £(0) telle que
uy = 0, u; = ;. La premiere ligne donne u, = x,; les lignes suivantes donnent par
récurrence u,, = x, jusqu'a k = n. Enfin, la derniere ligne impose u,, . ; = 0. La suite ainsi

construite appartient donc a F'(6) et possede les composantes demandées.

1.2.b. Si § n’appartient pas a 'ensemble {p7/(n+ 1) : 1 < p < n}, y compris pour 6 = 0
ou § = 7, les questions I.1.b et I.1.c donnent F'(§) = {0}. Par .2.a, Ker(A(#)) = {0}.

Sif =pn/(n+ 1), posons

sin 6

sin(26)

sin(nf)

La question I.1.d et I.2.a donnent Ker(A(f#)) = Vect(S5(0)), de dimension 1 puisque la
premiere composante est non nulle.

Une matrice carrée est inversible si et seulement si son noyau est réduit a 0. Ainsi

A(0) est inversible < 6 ¢ {np——:—rl :1<p< n}
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I.3. Valeurs propres de la matrice A

[.3.a. Puisque cos0 =1,

2 -1 0 0
~1 2 -1
A=1 0 0
~1 2 -1
0 0 —1 2

Cette matrice est réelle et symétrique. Le théoréme spectral réel affirme qu'une matrice
symétrique réelle est diagonalisable dans une base orthonormale de R" et que sa matrice
diagonale a des coefficients réels. Il s’applique donc a A et fournit ses valeurs propres

réelles.
1.3.b. Posons zy = z,, . ; = 0. Le systeme (A — A\I,,) X = 0 s’écrit
(2=XNz, =241 + Tpiq, 1<k<n.

Soit i tel que |z;| = N(X). Comme X # 0, |z;| > 0. La ligne 7 et I'inégalité triangulaire

donnent
12 — Al |z;] < |zy_q| + |25 4] < 2],

Cette estimation inclut i = 1 et i = n, avec les composantes fictives nulles. En divisant

par |z,;| > 0, on obtient |A —2| < 2,s0it 0 < A < 4.

Alors 1 — \/2 € [—1, 1]. La fonction cosinus est continue et strictement décroissante de 1
a —1 sur [0, 7], donc il existe un unique 6 € [0, 7| tel que cos @ = 1 — \/2. Ainsi
A =2(1—cosb).

[.3.c. Pour A = 2(1 — cos §), les coefficients diagonaux de A — A\I,, valent 2 cos 6, et ses

coefficients adjacents restent —1. Donc
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La valeur ) est propre si et seulement si le noyau de cette matrice est non nul. Par 1.2.b,

cela se produit exactement pour

pm

= — 1<p<n.
Poon+1’ =p=n

Les valeurs propres sont donc

pT
A,=2(1-— 1<p<n.
. ( cosn+1>, <p<n

Les angles Gp sont strictement croissants dans |0, 7|, et le cosinus y est strictement

décroissant. Ainsi
O<)\1<)\2<"'<)\n<4.

Il s’agit de n valeurs propres distinctes, et la discussion de I1.3.b montre qu’il n’y en a pas

d’autres.
I.4. Vecteurs propres de la matrice A

[4.a. Lenoyaude A — )\ I, = A(f,) est engendré par le vecteur S(¢,) de 1.2.b. Comme
sin@,, > 0, fixer la premiere composante a cette valeur impose le coefficient

multiplicateur 1. Le vecteur demandé est donc

sind,
sin(26,,) k
P
X, = , (Xp)k:smn_i_1
sin(nf,)

L4.b. La quantité {X,) AX, est un scalaire, donc égale a sa transposée. Comme ‘A = 4,

(X,)AX, = ((X,)AX,) = (X,)'AX, = {(X,)AX,,

En utilisant AX g = A X et AX, =) X, on obtient

Donc (A, — A,)(X,) X, = 0. Comme )\, # X, on conclut {X )X, = 0.
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L4.c. Question adaptée au programme actuel.

Nous calculons une somme trigonométrique réelle qui fournit exactement la

normalisation nécessaire.

Les formules d’addition donnent

sin(a + ) — sin(a — 0) = 2 cos asin 6.

Avec o = 2k80,

2sinf cos(2kf) = sin((2k + 1)8) — sin((2k — 1)6).

En sommant pour k = 0, ..., n, les termes sont télescopiques :

2sin0C,,(0) = sin((2n + 1)0) — sin(—0) = sin((2n + 1)0) + sin 6.

Comme 0 < 0 < 7, sinf > 0, donc

1 sin((2n + 1))
2 2sinf

Pour 0 =0, =pr/(n+1),

sin((2n +1)0,,) = sin(2pm — 0,,) = —sind,,.

Ainsi C,,(0,) = 0, et
Zcos(2k9p) =—
k=1

L'identité cos(2t) = cos?t —sin®t = 1 — 2sin” ¢, obtenue a partir des formules d’addition

etde cos?t + sin’t = 1, donne

n

n—l—l
; s(2k0,) o

[\DI»—\

> sin(k6,) =
k=1

l\>|3
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Donc (X)X, = (n +1)/2, comme demandé.

I.4.d. Le coefficient de ligne & et colonne p de P est

. kpm
Py, , =sin i P, k-

Donc ‘P = P. Les coefficients de ‘PP sont les produits scalaires des colonnes. Par 1.4.b et

I4.c,

|
Lny

‘PP =
2 n

Puisque P est symétrique, P? = (n + 1)I,,/2. Ainsi P possede l'inverse explicite

2

_1:
n—+1

7

car le produit dans chaque ordre vaut /,,.

Si D = diag(\y, ..., A,), les égalités AX,, = A\, X s’écrivent AP = PD. En multipliant

par l'inverse justifié de P,

P71AP = D.

L5. Etude de I'équation AX = B

I.5.a. Méthode 1 — Utilisation de l'inversibilité déja établie.

La question I.2.b avec § = 0 donne que A = A(0) est inversible. Pour tout B, 'unique

solution est donc X = A~ 1B.

Méthode 2 — Une identité de somme de carrés.

Pour un vecteur X, posons z, = z,,,; = 0. Le développement des carrés donne

n n

—il
Tplrpy1 = Z(%H — )%
—1

XAX =2 a}—2
k=1 k=0

k

Si AX = 0, cette somme de carrés est nulle, donc chaque différence est nulle. Comme
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xy = 0, toutes les composantes sont nulles. Ainsi le noyau de A est nul. En dimension
finie, un endomorphisme injectif est bijectif, ce qui donne existence et unicité de la
solution de AX = B. Cette méthode met aussi en évidence la stricte positivité de la

forme quadratique pour X # 0.

[.5.b. Méthode 1 — Vérification d"une suite quadratique.

Posons m =n+ 1 etw, = k(m —k)/2 pour 0 < k < m.On a w, = w,, = 0. La différence

seconde de k? vaut 2, tandis que celle de k est nulle. Donc
2wy, — Wy — Wy = 1, 1<k<n.

Ces égalités sont exactement AW =V, y compris aux deux extrémités grace a

wy = w,,, = 0. L'unicité de 1.5.a donne les composantes annoncées.

Méthode 2 — Différences successives.

Ecrivons d;, = wy, — wy,_, pour 1 < k < m, avec wy = w,,, = 0. Le systetme AW =V
donned, , =d, — 1. Ainsid, =d, — (k—1) et

k
k(k—1
J:

La condition w,, = 0 impose d; = (m —1)/2, d’ott w;, = k(m — k) /2. Cette approche

permet de construire la solution au lieu de la vérifier.

Pour la majoration, la fonction ¢(z) = z(a — z) sur [0, a], avec a > 0, a pour dérivée
a — 2z. Elle croit jusqu’a a/2, puis décroit; son maximum vaut a?/4. On peut aussi le

vérifier par ¢(z) = a?/4 — (z — a/2)%.

En prenant a = m = n + 1, on obtient 0 < w,, < m?/8, donc

n+ 1)
N(W) < u
8
L.5.c. Posons r = min(z4, ..., x,,), et soit i le plus grand indice ol ce minimum est atteint.
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Supposons par I’absurde 1 < i < n. La ligne ¢ donne
0 S bl = 2T_./,Ui_1 —xi+1 S 0/

car les deux composantes voisines sont au moins r. L'égalité impose donc
x; 1 =x;,, =r.Maisi+ 1> i estalors un autre indice ot1 le minimum est atteint, ce qui

contredit le choix de i. Ainsii = 1ou¢ = n.
Sii =1, la premieére ligne est b, = 2r —x, < r, puisque z, > 7. Comme b; > 0,onar > 0.
Sii = n, la derniere ligne est b, = 2r — z,,_; < r, donc également r > 0.

Dans tous les cas, toutes les composantes de X sont au moins r > 0. La positivité est
donc au sens large, ce qui permet son utilisation en 1.5.d méme si certaines composantes

du second membre sont nulles.

.5.d. Pour chaque k, |b,| < N(B), donc

Y, =N(B)—b, >0, Z, = N(B)+b, > 0.
Par linéarité, puisque AW =V et AX = B,
ANB)W —X) =Y, AINB)W +X) = Z.

La question I.5.c appliquée aux deux seconds membres positifs ou nuls montre que les

deux vecteurs solutions ont des composantes positives ou nulles. Donc
—N(B)w,, < 2, < N(B)wy,.

Comme N(B) > 0 etw, > 0pour 1 < k < n, cela équivaut a |z;| < N(B)w,,. En prenant
le maximum et en utilisant 1.5.b,

(n+1)

N(X) < N(B)N(W) < ==

N(B).

Cette preuve inclut B = 0, auquel cas 'unicité donne X = 0.
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Partie 11

II.1. Existence et unicité de la solution f

II.1.a. Posons, pour z € [0,1],

1 T
U(m)z/ (t—1)g(t) dt, V(w):/o tg(t) dt.

La fonction g est continue. Le théoréme fondamental du calcul intégral donne
U,V eC0,1]) et

(@) = —(@—Dg(s),  V'(x) = 29(a).
Comme L(z) = zU(x) + (z — 1)V (x), on obtient
L'(x) =U(z) +2U'(z) + V() + (x = DV'(z) = U(z) + V(z),

les deux termes contenant z(x — 1)g(x) s’annulant. Cette derniere expression est de

classe C', donc L est de classe C?, et
L"(z)=U'(z) +V'(z) = —(z — 1)g(z) + zg(z) = g(=).

Aux extrémités, les dérivées sont comprises comme dérivées unilatérales avec

prolongements continus. Ainsi L” = g sur [0, 1].
I1.1.b. Méthode 1 — Fonction L et différence de deux solutions.

La définition donne L(0) = 0 et L(1) = 0, car 'une des intégrales est nulle et I'autre est

multipliée par un facteur nul. La fonction

f(z) =a(l —z)+ bz + L(x)

est de classe C?, vérifie f(0) = a, f(1) = bet f” = L” = g. Elle fournit donc une solution.

Si fy, f, sont deux solutions, leur différence H vérifie H” = 0. Le théoréme des
accroissements finis donne que H'’ est constante, puis que H est affine. Ecrivons
H(z) = ax + (. Les valeurs H(0) = H(1) = 0 imposent § = 0, puis a = 0. La solution est

unique.
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Méthode 2 — Construction a partir de primitives.

Posons G(z) = / g(t)dtet H(x)= / G(s) ds. La continuité de g donne H € C? et
0 0

H” = g. Toute solution de f” = g s’écrit f(x) = H(x) 4+ cx + d : en effet, la différence a

une dérivée seconde nulle et est affine, comme ci-dessus.

La condition en 0 impose d = a, puisque H(0) = 0; la condition en 1 impose

¢ =b—a— H(1).Il existe donc un unique choix, et
flx)=a+(b—a—H(1))x + H(x).

Pour relier cette expression a L, une intégration par parties sur [0, 2] donne

H(z) =2G(z) — /O$ tg(t) dt.

1
Avec H(1l) = / (1 —1t)g(t) dt, on vérifie en scindant les intégrales a = que
0

H(z) —xH(1) = L(x). On retrouve donc la formule précédente. Cette méthode explique

comment les deux conditions aux bornes fixent les constantes d’intégration.

I1.2. Approximation de f” par différences finies

"

[12.a.0na f” = get g € C?([0,1]). Ainsi f” = ¢’ existe et est continue, puis f*) = ¢

existe et est continue. Donc f € C*([0, 1]).

I1.2.b. La fonction |g”| est continue sur le segment fermé et borné [0, 1]. Elle y atteint un
maximum fini M,, par le théoréme des bornes atteintes. Comme f ) =¢”, ona
|[fO] < M.

Appliquons l'inégalité de Taylor-Lagrange a l'ordre 3, a partir de z, pour les points z + h

et z — h. Les deux segments sont inclus dans [0, 1] et f est de classe C*, donc

h? h3
fl+h) = flz) + hf'(2) + 5 f'(2) + =" (@) + R,
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h? h3

fl@—h) = f(z) = hf'(2) + 5 f(2) — o f"(@) + R,

avec |R_| < Myh*/24 et |R_| < M,h*/24.
En additionnant et en retranchant 2f(x), les termes impairs s’annulent :
f(z+h) —2f(z) + f(@ —h) — h2f"(z) = R, + R_.

L'inégalité triangulaire donne un module au plus M,h?*/12. Comme h > 0, on peut

diviser par h? et obtenir

fle+h)—2f(x) + flx—h)

M,h?
h? '

12

— ["(z)| <

I1.3. Discrétisation de I'équation f” =g
I1.3.a. Avec h =1/(n+1), x;, = kh, y, = aety, ,; = b, les équations sont
2U — Ypo1 — Yne1 = —h2g(zy), 1<k<n.

Pour k = 1, la valeur y, = a est reportée a droite, donnant 2y, — y, = a — h*g(z,). Pour

k = n, on obtient —y, _, + 2y, = b — h%g(x, ). Aux indices intérieurs,
n—1 n n

“Yp1 T 2Uk — Yp1 = —h%g(zy,).

Ainsi AY = B, avec

by=a—h*g(z)),  b,=b—h’g(x,), by=—hg(x,) 2<k<n-—1).

Pour n = 2, seuls les deux coefficients extrémes interviennent; ils sont distincts. Le
vecteur Y est bien la solution X =Y du systeme demandé, et il est unique puisque A est

inversible.

I1.3.b. Notons f;, = f(z,) pour0 < k<n+1lete,=f,—y,.Onaey,=e, . =0,

puisque les valeurs aux bornes sont exactes.

Chaque point intérieur z, et le pas h satisfont les hypotheses de I1.2.b. Avec
f'(xy) = g(zy),
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|for1 — 2f3 + foo1 — hPg(zp)| < Myh?/12.
D’autre part, y;,.; — 2y;, + yp_; = h%g(x;,). En soustrayant,
leps1 — 2ep + €y | < Mph*/12.

Le vecteur F' — Y a pour composantes e, ..., e,,. Grace aux valeurs e; = e, ,; =0, la
composante k de A(F —Y') vaut 2e;, — e;,_; — e, ;, méme aux deux extrémités. Son

module est donc au plus M,h*/12. En prenant le maximum,

Myh4

N(A(F -Y)) < =2

I1.3.c. Appliquons 1.5.d au vecteur X = F' — Y et au second membre A(F —Y). On

obtient

(n+1)?
8

n+ 1)2 M,h*
8 12

N(F-Y) < N(A(F— 1)) < ¢

Commeh =1/(n+1),

M. M,h?
N(F-Y)< 2 = 2"
96(n + 1) 96

Cette estimation montre que I’erreur maximale aux points de la grille tend vers 0

lorsque n — +o0, et fournit une borne explicite valable pour chaque n > 2.
I1.4. Applications

I.4.a.Si g” = 0, alors M, = 0. La majoration de II.3.c donne 0 < N(F —Y) < 0, donc
F =Y. Ainsiy, = f(z;) pour tout 1 < k < n.

On peut aussi constater que g est alors affine, donc f est un polynéme de degré au plus
3. Dans les développements de Taylor de II.2.b, les restes d’ordre 4 sont nuls : les

différences finies centrées reproduisent exactement f” aux points intérieurs.

I1.4.b. Pour g(z) = 1, une primitive double donne f(z) = 2%/2 + cz + d. Les conditions
f(0) = f(1) = 0 imposent d = 0 et ¢ = —1/2. Ainsi

xé—x z(1—x)
2 2
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Comme ¢” = 0, I[I.4.a donne

kh(1—kh) __ok(n+1—k)

vy = Flhh) =~ .

Le second membre du systéme de I1.3.a vaut ici B = —h?V. Donc A(—Y /h?) = V. Par
unicité, W = —Y /h?, d’ou

k(n+1—k)

Wy, = 9

On retrouve exactement la formule de 1.5.b.
I1.4.c. Méthode 1 — Application de I’exactitude pour un second membre affine.

Prenons g(x) = x sur [0, 1] et a = b = 0. La solution de f” = x avec ces conditions est

f(w) = x36_x’

car sa dérivée seconde vaut x et ses deux valeurs aux bornes sont nulles. On a g” = 0,

donc les approximations sont exactes : y;,, = f(kh) = (k*h3 — kh)/6.

Le second membre de I1.3.a a pour composante —h?g(kh) = —kh3.Si B, = (1,2,...,n),
onadonc AY = —h3B,. Le vecteur X = —Y /h3 vérifie AX = B,, et ses composantes
sont

R —kh k((n+1)°— k)

1<k<n.
613 6 ’ =h=n

Ly =

La division est légitime puisque h > 0. L'inversibilité de A assure 'unicité.

Méthode 2 — Vérification directe d’une suite cubique.

Posons m = n + 1 et g, = k(m? — k?)/6 pour 0 < k < m. Alors ¢, = ¢,,, = 0. Le

développement du bindme donne

(k+1)2+ (k—1)3 —2k® = 6k

et (k+1)+ (k—1)— 2k = 0. Par conséquent,
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2q — Qo1 — Q1 = ks 1<k<n.

Le vecteur Yqy, ..., q,,) résout donc AX = B,. Par unicité, il s’agit de la méme solution.
La premiére méthode utilise le lien entre le probléme continu et sa discrétisation; la

seconde vérifie directement la formule entiére.

Relevé des adaptations

Préambule. La définition imprimée de N (X) répéte |z, | en premiére position et omet
|z, |. Elle est rectifiée en N(X) = max(|x,],...,|z,|), conformément au role de cette

quantité dans toutes les estimations.

[.3.b. La notation imprimée « X une valeur propre » est rectifiée en « A une valeur

propre» pour distinguer la valeur propre du vecteur propre X.

I.4.c. La somme initiale est remplacée par la somme entierement réelle

C,0) = Zn: cos(2k0).
k=0

Une identité trigonométrique, démontrée puis sommée de fagon télescopique, conserve

le résultat nécessaire : (X)X, = (n +1)/2.

Aucune question n’est supprimée ni admise. En 1.1.a, les bases des suites sont
démontrées directement par les formules d’addition et la détermination d'une suite par
ses deux termes initiaux. Les calculs spectraux se font sans déterminant ni polynéme

caractéristique.
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