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Le probléeme a pour but I'étude d'un algorithme d’approximation de In 2 par des
nombres rationnels, qui fait I'objet de la partie IIl. A cet effet, on établit dans les parties I

et II une formule interpolatoire pour le calcul d’une intégrale.

Notations

1. Pour toute fonction réelle f de classe C* sur un intervalle .J, on note f(*) = f et, pour

tout entier i tel que 1 < i < k, f(V) la dérivée d’ordre i de f.

2. Pour tout entier naturel n, E,, désigne 1’espace vectoriel réel des polynomes a

coefficients réels de degré inférieur ou égal a n. On munit F,, du produit scalaire

(P,Q) = / P(H)Q(t) dt

et de la norme euclidienne associée

1P| = /0 P2(t) dt.

On confond dans la suite polyndme et fonction polynomiale associée.

3. On définit les trois suites (U,,),,cn, (P)nen € (@) nen PAT

Uw) =1, U )="C=V" 51 seR),
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Partie I — Etude des polynémes P, et Q,,

I.1.a. Expliciter F,, P, et P.

L.1.b. Montrer que P, est un polyndéme de degré n et préciser le coefficient de X™ dans
P

L1.c. Comparer U,,(1 —z) a U, (x), puis P,(1 —x) a P,(z).

L.2. Relation de récurrence entre les polynémes P,

[.2.a. Vérifier que

Upi(@) = 2z —1U,(z) (neN), (1)

nr1(2) =220+ DU, (z) + U,y (x) (n21).  (2)

I.2.b. En dérivant n fois (1) et n — 1 fois (2), démontrer que

(n+1)P,

n

11(2) = @n+ )22 1P, (x) + nB, 1 (2) =0 (n>1).  (3)

L.3. Orthogonalité des polynémes P,
[.3.a. Pour n > 1, calculer UT(Lk)(l) et UL (0)si0 <k<n-—1.

1.3.b. Montrer, a I'aide d’intégrations par parties successives, que, si f est une fonction

réelle de classe C" sur [0, 1],

En déduire que, sin > 1, pour tout polynéme QQ € E,,_;,
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L.3.c. Prouver enfin que (P},)q<,, est une base orthogonale de £,,.
I.4. Calcul de la norme du polynéme P,
1
I4.a.Onpose I, = / U, (t) dt. Utiliser (2) pour obtenir, pour n > 1, une relation de
0
récurrence entre [, et I, ;. En déduire la valeur de I,,.
[.4.b. Calculer | P, | en utilisant (4).
L5. Etude des racines de P,

On suppose n > 1 et on se propose de démontrer que P, admet n racines distinctes

appartenant a |0, 1[.
1
[.5.a. Que vaut / P,(t)dt? P, peut-il conserver un signe constant sur [0,1]? En
0
déduire que P, admet au moins une racine d’ordre impair appartenant a ]0, 1].

L.5.b. Soient z, ..., x;, les racines d’ordre impair de P, appartenant a ]0, 1{. Montrer que

/1 [ﬁ(t _ m} P.(t)dt
0

=1

est non nulle et, a ’aide de (5), prouver que k = n.

Dans toute la suite du probleme, pour tout entier n > 1, on désigne par (x4, ..., z,,) les

n

racines de P, rangées dans l'ordre croissant.
1.6. Minoration de P,

I.6.a. Comparer z; et x,, . ,_, pour 1 < i < n, en utilisant I.1.c. En déduire que
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L6.b. Que vaut sup,___, #(1 — z)? En déduire, par une majoration simple de |, |, que

2n 4m
> .
n) 2n+1

L.6.c. Prouver que, pour z > 1,

4V —1)]"

P >
(z) 2 2n +1

n

1.7. Etude de la suite (Q,))

1.7.a. Expliciter @, @, et Q,. Montrer que, pour tout entier n, @), est la restriction a
]1, +o00[ d"un polynome a coefficients rationnels, dont on donnera le degré. Dans la suite,

Q,, désigne également son unique prolongement polynomial a R.

1.7.b. Démontrer, en utilisant (3), que

(n+ 1)@y (z) — 2n+1)(22 — 1)Q,(2) + 1@, 1(2) =0 (n>1).  (6)

Partie II — Calcul de I'intégrale d"un polyndme par interpolation

Dans cette partie, n est un entier supérieur ou égal a 1.
I1.1. Détermination d"une formule interpolatoire

Pour tout entier i tel que 1 < ¢ < n, on appelle L; le polynéme défini par

L= [ —Z (zeR).

1<5<n Ti — %5
J#i

Il.1.a. Pour 1 < j < n, calculer L,(z,). En déduire que (L, ..., L,,) est une base de E,,_;.

Quelles sont les coordonnées d'un polyndéme P € E,,_; dans cette base?

I1.1.b. Prouver l'existence de réels A, ..., \,, tels que
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/1 P(t)dt = Xn:)\iP(a:i) (P€E,

II.1.c. Etablir que, pour = # z;,

1 P, (x)
B P (z;)x _%‘.

L;(z)

I1.1.d. En déduire que

Ny ©®

I1.2. Extension de la formule interpolatoire

ESSEC — Mathématiques 1 — 1987

1) (7)

I1.2.a. Soit P € E,,,_; et R le reste de sa division euclidienne par P,. Montrer que

/ ' P(t)di = / R dr
0 0

I1.2.b. En déduire que (7) reste valablesi P € E,,, ;.
I1.3. Applications de cette formule

I1.3.a.5i0 < k < 2n — 1, que vaut

?

I1.3.c. Montrer que, pour touti € {1,...,n},
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1
A\ = / L3(t) dt.
0

En déduire que \; > 0.

Partie III — Application a la détermination de valeurs approchées de

In2

On se propose de démontrer que la suite (u,, ), définie par

1
dt

converge vers In2 = / 3¢ et d’étudier sa vitesse de convergence. Les poids ); et
b A=

les racines z; sont ceux correspondant a P,.
II1.1. Convergence de (u,,),>,

III.1.a. En remarquant que, pour z € [0, 1],

1 2n—1 xk 2n

+ )
2—zx ;2’”1 4"(2 — x)

démontrer que

et que

2n 1 2n
1 1 t
N == dt.
In2 Z ]{}2k 4 /O 2 ¢



@ Prépa Simple ESSEC — Mathématiques 1 — 1987

III.1.b. En déduire que, pour toutn > 1,

2

In2 — s
[ In2—u,| < (2n + 1)4"

Conclure.

III.2. Autre expression de u,,

Montrer, en décomposant (),, dans la base (L4, ..., L,) de E,,_; et en utilisant (8), que
Q,(2)
= >1).
e =Y

En déduire que u,, est rationnel.
I11.3. Relation de récurrence entre u,, et u,,

Utiliser (3) et (6) pour simplifier @,,,;(2)P,(2) — Q,,(2)P,,1(2). En déduire que

Upt1 = Up + (’I’L 2 1)

(n+1)P,(2)P,11(2)

II1.4. Rapidité de convergence de (u,, ), >,

III.4.a. Montrer, en considérant @,,(2), que

1 'R
1n2_u"_P(2)/0 2_tdt.

n

[II.4.b. En déduire, en remarquant que

0

t—2 "

que

1 p2
In2—u, = L /P"<t)dt.
FI@2) )y 2—t

[II.4.c. Démontrer les inégalités

1 _2n+l
(2n+1)P2(2) = 32"

0<In2—u, <

II1.5. Application numérique
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Dresser un tableau donnant, pour n = 1, 2, 3, 4, u,, sous forme irréductible et sous forme

décimale approchée, ainsi qu'un majorant de In2 — w,,.
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