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Exercice

1. Etude d’une suite et programmation

1. a) Pour n > 1, la fonction z + ™1 /(1 + x) est continue et positive sur [0, 1], et

strictement positive sur |0, 1]. Son intégrale existe et ¢,, > 0.
Sur [0,1], 2™ < ™1, dong, par croissance de l'intégrale,

C <c

n+l — “n-

Plus précisément,

1 n-1
"1l —x)
— = —d >O,
Cn — Cny1 /0 11 z

car l'intégrande est continue et strictement positive sur |0, 1[. La suite est donc

strictement décroissante et ses termes sont strictement positifs.

1. b) Les deux intégrales portent sur des fonctions continues sur le méme segment. Leur

linéarité donne

1 . n n—1 1
" +x 1
Cpy1 T C :/ —da::/ " dx
n n b 1+x B

Il
s
S
(e
Il
S|

Cette égalité est valable pour tout n > 1.

1. ¢) La décroissance établie en 1.a donne c,,,; < c,,. Avec 1.b, il vient
—=c, tc,1 <2,
n n n+1 n

Pour n > 2,onaaussic, < c,_;, donc

1
2c, <c,1+c, T
Ainsi,
1 1
— < 2c <
n == u T
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En multipliant par n > 0, on obtient 1 < 2nc,, < n/(n — 1). Les deux bornes tendent vers

1, donc 2nc,, — 1. Par définition d"un équivalent,

1

Cp ™~ =

"on

1. d) On calcule d’abord

1
dx 1
¢, —/0 Tz [In(1 + )], =In2.

Méthode 1 — Récurrence issue de 1.b

Pourn =2,cy =1—c¢; =1 —1In2, ce qui est bien la formule demandée.

Supposons, pour un entier n > 2, que

Comme 1/n = (—1)""1(—1)"*1 /n, on peut intégrer ce terme a la somme :

n_(_q1yk+l
Cpy1 = (=1)"H (Z % — ln2> .

k=1

La récurrence prouve donc la formule pour tout n > 2.
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Méthode 2 — Identité algébrique sous 'intégrale

Pour n > 2 etz € [0, 1], 'identité géométrique finie donne

n—1 n—2 (_1)n—1

14+

On peut vérifier cette identité en multipliant les deux membres par 1 + z : les termes
intermédiaires s’annulent et il reste z"~!. L'intégration terme a terme de cette somme

finie fournit

La premiere méthode réutilise la relation entre deux termes successifs; la seconde
explique directement I’apparition de la somme alternée par une identité finie, sans
utiliser de série infinie.

1. e) Question adaptée au programme actuel. Code adapté en Python.

La relation ¢, ; = 1/k — ¢, initialisée avec ¢, = In 2, suffit. Le programme suivant

suppose que l’entier saisi est strictement positif, conformément a 1'énoncé.
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Python

from math import log

def valeur_c(n):
c = log(2)
for k in range(1l, n):
c=1/k-c¢

return c

n = int(input("Entier n strictement positif : "))

print(valeur_c(n))

Avant la boucle, ¢ contient ¢;. A l'entrée du passage d’indice k, elle contient ¢, ; apreés
I’affectation, elle contient c;,, ;. range (1, n) parcourt les entiers de 1 a n — 1 : la valeur

renvoyée est donc c,,. Pour n = 1, la boucle est vide et la valeur renvoyée est bien In 2.

La fonction a été exécutée pour n = 1, n = 2 et plusieurs autres valeurs, et comparée a
'intégrale définissant c,,. Les opérations de 'ordinateur produisent des approximations

numériques; la récurrence prouvée en 1.b justifie le calcul mathématique.
2. Etude d’une suite de variables aléatoires a densité

2. a) Question adaptée au programme actuel : le changement de variable non affine est

indiqué.

Pour z > 1, 'application ¢ - u = 1/t est de classe C?, strictement décroissante et

bijective de [1, x] sur [1/z,1]. Onat = 1/u et dt = —du/u?. Par conséquent,

dt w1

— du.
t"(1+t) 1+u

Les bornes t = 1 et t = x correspondent respectivement a u = 1 et w = 1/x. Il en résulte

T 1/x  np—1 1 n—1
/ nL:—/ “ duz/ u du.
L th(141) . 14w 1z 1+ u

Pour z = 1, les deux intégrales sont nulles, donc la méme égalité reste valable.
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2. b) Pourn > 1, ¢, > 0, donc f,, est positive. Elle est continue sur | — oo, 1] et sur
|1, 4+00]. En 1, ses limites a gauche et a droite sont respectivement 0 et 1/(2¢,, ), toutes

deux finies.

D’apres 2.a, pour z > 1,

1 un—l
/ fa(t du.
Cn 1)z 1+u

La fonction u + v ! /(1 + u) est continue sur [0, 1]. Lorsque  — +oc, son intégrale de

1/x a1 tend vers son intégrale de 0 a 1, c’est-a-dire c,,. Cela établit la convergence de

l'intégrale impropre et

+Oof( dt = hm/f

T—+00
— 00

Toutes les conditions de caractérisation d’une densité sont donc satisfaites.

2. c) Comme X,, > 1, son espérance existe si et seulement si l'intégrale positive

1 /+°° dt
Cn 1 tn_1<1+t)

converge.

Pour n = 1, l'intégrale tronquée vaut

1 [* dt In(l4z)—In2
oy 1+t In2

— +00.
Ainsi X; n"admet pas d’espérance finie.

Pour n > 2, la formule de 2.a appliquée a I'entier n — 1 > 1 donne, sur chaque segment
[1, 2],

/“J’ dt /1 un2
Ty G

L'intégrande du membre de droite est continue sur [0, 1]; son intégrale tend vers

¢, < +o0o. Comme l'intégrande est positive, la convergence est aussi absolue. On peut

donc conclure
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2. d)Siz <1, Fi(z) = 0. Pour z > 1, on utilise ¢; = In2 et la décomposition
1/t1+t))=1/t—1/(1+1¢):

ln( 2x
1 * dt 1 T 1+£C>
F = = Int —In(1 = —— 17
1(®) ln2/1 Mt ing i+l In 2
Ainsi,
0 six <1,
F,(z) = ln< 2 )
1+x .
_ > 1.
In2 ST =

Pour y < 1, la probabilité demandée est nulle. Pour y > 1, comme In2 > 0 et que
I’exponentielle est strictement croissante,

=Y s e 2-V2)y> V2

1
F > —
1(3!)—2 1ty

Le coefficient 2 — v/2 est strictement positif et v/2/(2 — v/2) = 1 + /2. Lensemble

cherché est donc
[1+ V2, +o0].

Pour déterminer la loi de Z = In(X,), on passe par sa fonction de répartition. Comme
X,>1,Z>0.Pour z <0, Fy(z) =0; pour z > 0, la croissance stricte du logarithme

donne

In2+2z—1In(1+e*
Fy(z) = P(X, < %) = Fy(e") = =

Cette fonction est continue en 0, car sa valeur et sa limite a droite y sont nulles. Elle est

de classe C'! en dehors de 0, et, pour z > 0,
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, 1 e® B 1
F2(2) = a3 (1_ 1+eZ> T dte)n2

Une densité de Z est donc

0 siz <0,
fz(2) = 1 2> 0
1+te)n2 > °="
La valeur choisie en 0 ne change pas la loi. Les limites a gauche et a droite y sont finies :

cette densité respecte le cadre demandé.

1
2. e) Fixons x > 1 et posons J, (z) = / u™/(1+ u)? du. Pour u € [1/z,1],

1/x

0 <u™/(1+ u)? < u™. Par croissance de l'intégrale,

1— x—(n—i—l) 1

1
< < " du = .
O—J”(‘T)—/lwu b Dl =gl

Le théoreme d’encadrement entraine donc J,,(z) — 0.

Pour exprimer F),(x), on part de 2.a et on effectue une intégration par parties sur le
segment [1/z, 1], avec la primitive u™/n de u™! et la fonction 1/(1 + u), toutes deux de

classe C'* sur ce segment :

b oyn-t u" ! 1/t u"
du:[—] w1 [
/1/m1+u n(l+u) e "N (1+u)?

Il vient

pior= 2 (b )

D’apres 1.c, nc,, — 1/2, donc 1/(nc,,) — 2; ces inverses sont bien définis puisque ¢,, > 0.
Comme z > 1, la suite géométrique 2" tend vers 0. La parenthése tend donc vers 1/2,

et ’'on conclut

lim F,(z)=1, x> 1.

n—-+oo
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2. f) Pour z < 1, X,, > 1 entraine F,,(z) = 0. Pour z = 1, une variable a densité ne

charge pas un point, donc F,,(1) = P(X,, = 1) = 0. Ainsi

lim F,(z)=0, x <1

n—+o0o

Soit X la variable certaine égale a 1. Sa fonction de répartition vaut F'(z) = 0 pour z < 1

et F'(x) = 1 pour x > 1. Ses points de continuité sont exactement les réels différents de 1.

Pourz <1, F,(z) - 0 = F(z); pour z > 1,2.e donne F, (x) — 1 = F(x). La définition

de la convergence en loi donne donc

Au point de discontinuité 1, la limite de F,,(1) vaut 0 et differe de F'(1). Cela n'empéche
pas la convergence en loi, qui ne demande la convergence des fonctions de répartition

qu’aux points de continuité de la fonction limite.

Probléme

Partie A

On utilise les coordonnées dans la base B = (1, X, ..., X?") de E = R,,,[X]. Si Q a pour
colonne de coordonnées a = Y(ay, ... , a, ), la colonne de s(Q) est {(a,,,, ... , ay). La matrice

associée est la matrice J d’ordre 2n + 1 dont les coefficients, indexés de 0 a 2n, vérifient

1 sir+k=2n,
Jk:

T’
0 sinon.

Cette représentation permet de traiter 'application concréte s au moyen d’une matrice
réelle.
1. Linéarité de s

Pour tout Q € E, s(Q)) est encore un polyndme de degré au plus 2n : s prend bien ses

valeurs dans F.
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Soient O, R € F de colonnes de coordonnées a, b, et a, 8 € R. La colonne de a() + SR est

aa + Bb. Celle de son image par s est

J(aa + pb) = aJa+ BJb,

qui est la colonne de as(Q) + 8s(R). L'unicité des coordonnées dans une base entraine
s(aQ + BR) = as(Q) + Bs(R).

L'application s est donc linéaire de E dans lui-méme, c’est-a-dire un endomorphisme de
E.

2. Diagonalisation dans un cas particulier

2. a) La matrice réelle M est symétrique. Le résultat du programme affirmant que toute
matrice symétrique réelle est diagonalisable s’applique directement : M est

diagonalisable sur R.

Pour calculer ses éléments propres sans déterminant, on remarque que
{M (u,v,w)) = H(w,v,u) et que M? = I;.Si MV = AV avec V # 0, on obtient

V = M?V = X2V, donc \? = 1. Les seules valeurs propres possibles sont 1 et —1.

Pour \ = 1, I'égalité (M (u, v, w)) = {(u, v, w) équivaut & w = u, sans condition sur v.

Ainsi

EM)=<|y]|:uwveRpy=Vect| |0o]|,]|1

Les deux colonnes indiquées sont libres, car leur combinaison nulle impose
successivement u = 0 et v = 0. Elles forment une base de cet espace propre, de

dimension 2.
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Pour \ = —1, 'égalité (M (u, v, w)) = —u,v, w) équivaut & w = —u et v = 0. Donc

E (M) = Vect 0

La colonne génératrice est non nulle et forme une base de cet espace de dimension 1. Les
deux espaces contiennent des colonnes non nulles : 1 et —1 sont bien toutes les valeurs

propres de M.

2. b) Pourn =1,0onas(1) = X?, s(X) = X et s(X?) = 1. Leurs colonnes de

coordonnées dans (1, X, X?) sont respectivement

0 0 1
01> 11> 0
1 0 0

Elles constituent exactement les colonnes de M, donc Matg(s) = M.

Les colonnes propres de 2.a correspondent aux polynomes 1 + X?, X et 1 — X2. Les
deux premiers ont pour valeur propre 1, le troisieme a pour valeur propre —1. Les

colonnes forment une base de R3, donc les polyndmes forment une base de E :

(1+X2 X, 1—X?)

est une base de vecteurs propres pour s.

3. Etude du cas général
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3. a) La matrice J inverse l'ordre des coordonnées. Appliquée deux fois a une colonne
a, elle redonne cette colonne : J%a = a pour toute colonne a. Par conséquent

JP=1 2n+1-
Le lien entre composition et produit matriciel donne alors

sos =Idg.

3. b) Soit P # 0 tel que s(P) = AP. Par linéarité et par 3.a,

P =503(P) = s(AP) = \s(P) = \2P.

Le polynome P étant non nul, sa colonne de coordonnées est non nulle; (\> —1)P = 0
impose A\? = 1. Ainsi toute valeur propre de s, ou de sa matrice .J, appartient a {1, —1}.
3. ¢) Pour tout k € {0, ..., 2n}, la définition donne s(X*) = X?"~*. On en déduit :
Sio<k<n-—1,

s(Ay) = s(X?F 4 XF) = XF 4 X220k = 4,

Sik=mn,s(4,)=sX")=X"=A,.
Sin+1<k<2n,

s(A4,) = s(XF — X2nk) = X2k _ Xk = 4,

Tous les A;, sont non nuls. Leurs colonnes dans B sont donc des colonnes propres de J,
de valeur propre 1 pour 0 < k <net—lpourn+ 1<k < 2n.

3. d) Méthode 1 — Comparaison des coordonnées

Supposons

2n
> A, =0,
k=0

avec t, € R. Pour chaque k < n, seuls A4, = X?>" % 4+ Xk et A,, , = X?F — X*

contribuent aux degrés k et 2n — k. Les coordonnées de ces deux degrés donnent
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ty —ton—i =0, t +to_i = 0.

En ajoutant puis en soustrayant ces égalités, on obtient ¢, = 0 et t,,, , = 0. La
coordonnée de degré n est t,,, donc ¢,, = 0. Tous les coefficients de la relation sont nuls :
(Ag, ..., Ay, ) est libre.

Méthode 2 — Familles propres associées a deux valeurs propres distinctes

Dans la famille (A4, ..., A,,), les degrés valent respectivement 2n,2n — 1, ... ,n + 1, n. Ils
sont distincts. Dans une combinaison linéaire nulle de ces polyndmes, le terme de degré
le plus élevé ne peut étre annulé que si son coefficient est nul; en répétant cet argument

sur les degrés suivants, tous les coefficients sont nuls. Cette famille est donc libre.

Les polynémes (A4,,,, ..., A, ) ont pour degrés distincts n + 1, ..., 2n; le méme

raisonnement prouve leur liberté.

Leurs colonnes de coordonnées sont, d’apres 3.c, des familles libres de colonnes propres
de J associées respectivement a 1 et —1. Le résultat du programme sur la réunion de
familles libres d’espaces propres associés a des valeurs propres distinctes montre que
leur réunion est libre dans R?"!. Lidentification par les coordonnées prouve la liberté
de (4, ..., A,,) dans E.

La premiere méthode donne directement les équations a résoudre; la seconde utilise la
séparation en deux valeurs propres et peut étre réemployée lorsqu’une famille est déja

répartie en groupes propres.

3. e) La famille (A, ... , A,,,) est libre et comporte 2n + 1 = dim E éléments : c’est une
base de E.

Soit P la matrice dont les colonnes sont les coordonnées de ces polynémes dans 5.

Comme ces colonnes forment une base, P est inversible. Les égalités de 3.c se traduisent

par

JP =PD, D =diag( 1,...,1, —1,...,—1).

n+1 termes n termes
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Il en résulte P~1JP = D. La matrice de s est donc diagonalisable; dans la base des A,

sa matrice est D.

Pour préciser exactement les espaces propres, écrivons un polynéme

2n
U=> t,4,.
k=0

L'égalité s(U) = U impose t;,, = 0 pour k > n; I'égalité s(U) = —U impose t;, = 0 pour
k < n. Ainsi

E,(s) = Vect(4,, ..., 4,), dim E,(s) =n+1,
E*l (8) — VeCt(An+1, eee 7A27’L)’ dlm Eil(s) = n.

Puisque n > 1, ces deux dimensions sont strictement positives. Les valeurs propres sont

exactement 1 et —1.

Partie B

1. Préliminaires

1. a) La relation de récurrence donne

Ry(z) = zRy(x) — Ry(7) = (22 — 2) —x = 2® — 3x,

puis

R,(x) = zR3(x) — Ry(x) = z(23 — 3z) — (22 — 2) = 2* — 422 + 2.

1. b) On montre d’abord par récurrence que R;, est un polyndme unitaire de degré k.
C’est vrai pour R; = X et R, = X? — 2.Si R, et R,_, sont unitaires de degrés k et
k —1, alors X R, est unitaire de degré k + 1; lui soustraire R;,_,, de degré k — 1, ne

modifie pas le terme dominant. Donc R, ; est unitaire de degré k + 1. Cela établit le

résultat pour tout k£ > 1.
Fixons ensuite un réel x # 0 et posons y = z + 1/x. On a
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Ri(y)=z+a™",

Ry(y)=(z+z1)2—2=22+272

Supposons, pour k > 2, que les identités soient vraies aux rangs k et k — 1. Alors
Riy1(y) = (z+ 27)(a* + 27F) — (aF1 4 2= (71),

En développant le produit fini, on obtient

Rk+1(y) = gkt =k gkl (kL) gkl ik Rl (D)

La récurrence donne donc, pour tout & > 1 et tout réel x # 0,

1 1
_ Lk
Rk<x+;>—x +mk.

1. ¢) Pour z # 0, I'équation = + 1/z = a équivaut a 22 — ax + 1 = 0. Son discriminant est

a? — 4.
Si —2 < a < 2, le discriminant est strictement négatif : il n’existe aucune solution réelle.
Si a = 2, 'équation est (z — 1) = 0 : 'unique solution est z = 1.
Sia = —2, I'équation est (z + 1)? = 0 : I'unique solution est z = —1.

Si |a| > 2, les deux solutions réelles distinctes sont

a—vVa?—4 a+vVa?—4
r = ————+ r, =—.
- 2 ’ + 2

Leur produit vaut 1, donc elles sont non nulles et vérifient bien I’équation initiale.
Toutes les solutions réelles ont ainsi été déterminées.

2. Etude des racines des polyndmes vecteurs propres de s associés a la valeur propre 1

2. a) La relation entre les coefficients donne a, = a,,, # 0. Comme Q(0) = a,, on a
Q(0) # 0: 0 nest pas racine de Q).
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2. b) On regroupe les termes de degrés symétriques par rapport a n. Pour x # 0,

Q(z) N
= a, + Z (an—kx_k + an-i—kxk) .
k=1

xn

Ora,.,, =a,_, donc

OO a4 Y ap il + 7).

k=1

En posant y = x + 1/z et en appliquant 1.b, il vient

Qﬁ) . i ap R (y) = Qy).
k=1

On a ainsi une identité, dont découle 1'équivalence demandée :

Qm(f) =0 < Qy) =0.

Puisque z" # 0, cela équivaut aussi a Q(x) = 0. Le polynome Q est de degré n : son
terme dominant provient de ayR,,, avec a, # 0, tandis que les autres termes ont un

degré inférieur.

La recherche des racines réelles d'un polynome de degré 2n se ramene donc a celle des
racines réelles y de Q, de degré n, puis a des équations du second degré z? — yz + 1 = 0.
D’apres 1.c, seules les racines y vérifiant |y| > 2 donnent des solutions réelles. Aucune
racine x = 0 n'a été perdue, grace a 2.a.

2. ¢) Question adaptée au programme actuel : seules les racines réelles sont recherchées.

Icias =2,a9 =—9,a; =1etay, = 1. En utilisant 1.a,

Qy) = 2—9R,(y) + Ry(y) + Ry(y) =2 — 9y + (3° — 2) + (v* — 3y).
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Donc

Qly) = +y° — 12y = y(y + 4)(y — 3).

Ses racines sont 0, —4 et 3. La valeur y = 0 ne donne pas de solution réelle de

x+1/x =0,dapres 1.c.
Pour y = —4, on résout z2 + 42 + 1 = 0, dont les solutions sont —2 — v/3 et —2 + /3.
Pour y = 3, on résout 22 — 3z 4 1 = 0, dont les solutions sont (3 — v/5)/2 et (3 +/5)/2.

Les deux premieres sont négatives et distinctes; les deux dernieres sont positives et

distinctes. Ce sont exactement les quatre racines réelles de Q) :

PP | 3—2\/5, 3+2\/5.

L'identité obtenue en 2.b fournit aussi la factorisation réelle
Qz) = (x> +1)(z®> + 4z + 1)(z®> — 3z + 1).

Le facteur 2 + 1 est strictement positif pour tout réel z; les quatre racines trouvées sont

donc simples, et la factorisation confirme qu’il n'y en a pas d’autres sur R.

Partie C

Le coefficient central a,, coincide toujours avec lui-méme. Pour chaque k£ € {0,...,n — 1},
les deux indices k et 2n — k fournissent soit deux coincidences, lorsque a;, = a,,,_, soit

aucune. Les comptages ci-dessous tiennent compte de cette distinction.

La formulation de la probabilité uniforme porte sur les issues ) € 2. Lexemple du
préambule appartient a {2 dés que p > 7, condition précisée dans le sujet.

1. Description d"un cas simple

Avecn = 1 et p = 2, les trois coefficients a, a;, a, prennent chacun les valeurs 1 ou 2.

Les huit éléments de (2 et les valeurs de Z sont les suivants.
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Polynoéme @  Z(Q)

X2+ X+1 3
X2+ X+2 1
X2 42X +1 3
X2 42X +2 1
2X?2+ X +1 1
2X%2+ X +2 3

2X24+2X +1 1

2X%2+2X +2 3

Ces huit polynémes sont équiprobables. La valeur 3 correspond a a, = a,, et la valeur 1

a ay # ay. Chacune apparait quatre fois, donc

La variable est a valeurs dans un ensemble fini, donc elle posséde une espérance et une

variance. On calcule

3 9
+==2 E(Z%) =-+-=5.

N =

La formule de Koenig-Huygens donne finalement

V(Z)= E(Z%) —E(Z)?=5—4=1.

2. Etude générale de la variable aléatoire Z

2. a) Un polynome de 2 est déterminé de maniére unique par sa liste de 2n + 1
coefficients. Il y a p possibilités pour chacun des coefficients et chaque liste est

admissible. En choisissant successivement les coefficients, on obtient

Card(Q) = p?n*L.
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La probabilité de chaque polynome est donc p~(27+1).

2. b) Question adaptée au programme actuel : les comptages sont guidés par les paires

d’indices.

L'indice central n donne toujours une coincidence, donc Z > 1. Cette valeur est atteinte :
on peut choisir a;, = 1 pour k < n, a;, = 2 pour k > n et a,, = 1. Ces choix sont possibles

puisque p > 2; aucune paire non centrale n’a alors de coefficients égaux.

L'événement [Z = 1] signifie que les coefficients des n paires non centrales sont tous
distincts deux a deux a l'intérieur de chaque paire. Pour une paire donnée, on choisit le
premier coefficient de p fagons, puis le second de p — 1 fagons. Les différentes paires
utilisent des indices distincts; en effectuant successivement les choix, on compte

[p(p — 1)]" possibilités pour elles. Le coefficient central se choisit de p facons.

Le nombre de polyndémes favorables vaut donc p[p(p — 1)]™. Par équiprobabilité,

pz-1=2e_DI"_ (p; 1>n.

p
2. ¢)llya2n+ 1indices, donc Z < 2n + 1. La borne est atteinte lorsque tous les

coefficients valent 1, par exemple.

Pour que Z = 2n + 1, il faut et il suffit que les deux coefficients de chacune des n paires
soient égaux. Dans chaque paire, le choix de leur valeur commune offre p possibilités, et

n+1

le coefficient central offre encore p possibilités. Il y a donc p™** issues favorables. Ainsi

pn—i-l 1

P(Z=2+1)=41— =

2n+1 o
p

p

2. d) Question adaptée au programme actuel : un guidage du choix des paires est fourni.

Si exactement j des n paires non centrales ont leurs deux coefficients égaux, elles
fournissent 2;j coincidences; le coefficient central en fournit une de plus. On a donc

Z = 2j 4+ 1. Par conséquent Z ne peut prendre que les valeurs impaires 1,3, ...,2n + 1.

Fixons j € {0,...,n}.llya (?) choix des j paires ou 1'égalité est réalisée. Une fois ces
paires fixées, chacune d’elles offre p choix de valeur commune. Chacune des n — j autres

paires offre p(p — 1) choix de coefficients distincts. Enfin, le coefficient central offre p

19/22



@ Prépa Simple HEC / ESCP — 2004

choix. Ces choix déterminent entierement le polyndme et ne comptent aucune issue

deux fois, car I’ensemble des paires égales est déterminé par ses coefficients.

Le nombre de polynomes tels que Z = 25 + 1 vaut

(P’ — 1)) p.

2n+1

En divisant par p“"*", on obtient

e () () () - 2)

Cette formule vaut aussi aux extrémités j = 0 et j = n et redonne les résultats de 2.b et
2.c. Comme p > 2, tous ces nombres sont strictement positifs : toutes les valeurs

impaires indiquées sont effectivement prises.

2. e) Méthode 1 — Reconnaissance de la loi obtenue

La variable Y = (Z — 1)/2 prend ses valeurs dans {0, ..., n}. Pour chaque j de cet

ensemble, les événements [Y = j] et [Z = 2j + 1] sont égaux. D’apres 2.d,

- () 6 (-3)

C’est la loi binomiale de parametres net1/p:
1

Y ~3B (n, —).
p

Méthode 2 — Somme d’indicatrices indépendantes

Pour k € {0, ...,2n}, désignons par C, la variable donnant le coefficient a;, du polynéme

tiré au hasard. Si 'on fixe les valeurs de r coefficients a des indices distincts, les

2n+1—r

2n 4+ 1 — r autres coefficients sont libres. Il y a donc p issues réalisant ces valeurs,
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et leur probabilité vaut

Chaque C}, suit ainsi la loi uniforme sur {1, ..., p}, et la factorisation précédente prouve

I'indépendance mutuelle de ces variables.

Pour k € {0,...,n — 1}, posons B, =1;¢, _¢, - Lindépendance des deux coefficients

d’une paire donne

p
1
PB,=1)= ;P(Ck =a,Cy, ,=a)= pp =

Les paires d’indices sont disjointes; le lemme des coalitions entraine I'indépendance
mutuelle des B,.. Ce sont donc n variables de Bernoulli indépendantes de méme

parametre 1/p. Le nombre de paires égales est leur somme, et

Par conséquent

La premiere méthode identifie la loi grace au comptage précédent; la seconde explique

la structure binomiale par des essais indépendants.

Pour conclure sur les moments, les variables sont a valeurs finies et tous les moments

utilisés existent. Les formules de la loi binomiale donnent

g, V(Y) = g (1 - %) = —"(pp; D)
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Comme Z = 2Y + 1, la linéarité de 1'espérance et la formule de variance d"une

transformation affine entrainent

E(Z)=1+ 2—”, V(Z) = %2_1).
p p

Pour n = 1 et p = 2, ces expressions donnent F(Z) = 2 et V(Z) = 1, en accord avec le cas

simple étudié en C.1.

Relevé des adaptations

Exercice, 1.e : Code adapté en Python; documentation des commandes de saisie, de

conversion, d’affichage et de logarithme.

Exercice, 2.a : indication du changement de variable non affine u = 1/¢, comme le

demande le programme actuel.

Probleme, B.2.c : 1a recherche des racines est explicitement limitée aux racines réelles,

conformément au cadre du sujet adapté.

Probléme, préambule C : formulation corrigée en « probabilité uniforme sur 2»;
précision de I’ensemble des indices comptés; ajout de p > 7 pour que le polyndéme

de I'exemple, qui contient un coefficient égal a 7, appartienne bien a 2.

Probleme, C.2.b-d : guidage des comptages par les paires d’indices et le choix des

paires égales, sans supposer connu un chapitre général de dénombrement.
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