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EXERCICE I

1. (a) Soit 𝜇 un paramètre réel. On considère le système d’équations

(1)

⎧{{{{
⎨{{{{⎩

𝜇𝑥1 + 𝑥2 = 0,
3𝑥1 + 𝜇𝑥2 + 2𝑥3 = 0,
2𝑥2 + 𝜇𝑥3 + 3𝑥4 = 0,
𝑥3 + 𝜇𝑥4 = 0,

d’inconnues 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4.

i. Montrer que ce système admet les mêmes solutions que le système

(2)

⎧{{{{
⎨{{{{⎩

𝜇𝑥1 + 𝑥2 = 0,
𝑥3 + 𝜇𝑥4 = 0,
(3 − 𝜇2)𝑥1 − 2𝜇𝑥4 = 0,
−2𝜇𝑥1 + (3 − 𝜇2)𝑥4 = 0.

ii. Résoudre, en discutant suivant les valeurs de 𝜇, le système

⎧{
⎨{⎩

(3 − 𝜇2)𝑥1 − 2𝜇𝑥4 = 0,
−2𝜇𝑥1 + (3 − 𝜇2)𝑥4 = 0.

iii. Déterminer enfin, suivant les valeurs de 𝜇, les solutions du système (1).

2 / 6



prepasimple.fr

Prépa Simple HEC / ESCP — 1998

(b) Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de la matrice

𝐴 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

1 1 0 0

3 1 2 0

0 2 1 3

0 0 1 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

.

2. Pour tout entier 𝑛 ≥ 1, on note ℝ𝑛[𝑥] l’espace vectoriel des fonctions polynômes de
degré inférieur ou égal à 𝑛 et, à toute fonction polynôme 𝑃 de ℝ𝑛[𝑥], on associe la
fonction polynôme 𝑇𝑛𝑃 définie sur ℝ par

𝑇𝑛𝑃(𝑥) = (𝑛𝑥 + 1)𝑃 (𝑥) + (1 − 𝑥2)𝑃 ′(𝑥).

(a) Montrer que, pour tout 𝑛 ≥ 1, l’application 𝑃 ↦ 𝑇𝑛𝑃 est un endomorphisme de
ℝ𝑛[𝑥].

(b) Donner la matrice 𝑀𝑛 de cet endomorphisme 𝑇𝑛 dans la base de ℝ𝑛[𝑥] formée des
fonctions polynômes 1, 𝑋, … , 𝑋𝑛, où 𝑋𝑘 désigne, pour tout 𝑘 ∈ {0, … , 𝑛}, la fonction
𝑥 ↦ 𝑥𝑘.

(c) Dans le cas 𝑛 = 3, donner les valeurs propres de 𝑇3 et écrire les fonctions
polynômes formant une base de vecteurs propres.

(d) En faisant la somme des lignes de la matrice 𝑀𝑛, déterminer simplement une
valeur propre de 𝑇𝑛.

3. On se propose de déterminer plus généralement toutes les valeurs propres de 𝑇𝑛.

(a) Étant donné un réel 𝜆, calculer, pour −1 < 𝑥 < 1, l’intégrale

𝑔𝜆(𝑥) = ∫
𝑥

0

𝑛𝑡 + 1 − 𝜆
1 − 𝑡2 𝑑𝑡.

On cherchera d’abord deux réels 𝑎 et 𝑏 tels que

3 / 6



prepasimple.fr

Prépa Simple HEC / ESCP — 1998

𝑛𝑡 + 1 − 𝜆
1 − 𝑡2 = 𝑎

1 − 𝑡 + 𝑏
1 + 𝑡 .

(b) Montrer que si les nombres ℎ = 𝑛 + 1 − 𝜆 et 𝑘 = 𝑛 − 1 + 𝜆 sont des nombres entiers,
positifs ou nuls, pairs, alors la fonction exp(−𝑔𝜆(𝑥)) est une fonction polynôme. Vérifier
que ces conditions impliquent que −(𝑛 − 1) ≤ 𝜆 ≤ 𝑛 + 1.

(c) Pour 𝑛 = 3, quels sont les réels 𝜆 qui vérifient les conditions précédentes? Pour un
entier 𝑛 ≥ 1 quelconque, combien de réels 𝜆 vérifient ces conditions?

(d) Montrer que si 𝜆 est une valeur propre de 𝑇𝑛 et si 𝑃𝜆 est un vecteur propre associé,
alors la fonction ℎ, définie sur ] − 1, 1[ par ℎ(𝑥) = 𝑃𝜆(𝑥) exp(𝑔𝜆(𝑥)), a une dérivée
nulle. Que vaut alors 𝑃𝜆 ?

(e) Déterminer les valeurs propres de 𝑇𝑛 et une base de vecteurs propres (on pourra
distinguer les cas 𝑛 pair et 𝑛 impair).

EXERCICE II

On effectue une suite de lancers d’une pièce de monnaie. On suppose que les résultats
des lancers sont indépendants et que, à chaque lancer, la pièce donne face avec la
probabilité 𝑝, où 0 < 𝑝 < 1, et pile avec la probabilité 𝑞 = 1 − 𝑝.

L’objet de l’exercice est l’étude du nombre de lancers nécessaires pour obtenir deux faces
de suite, c’est-à-dire lors de deux lancers consécutifs.

On suppose donné un espace probabilisé, muni d’une probabilité 𝑃 , modélisant cette
expérience.

Pour tout entier 𝑛 ≥ 1, on note 𝑈𝑛 l’événement : «on obtient deux faces de suite, pour la
première fois, aux lancers numéro 𝑛 et 𝑛 + 1», et on pose 𝑢𝑛 = 𝑃(𝑈𝑛).

Pour tout entier 𝑛 ≥ 2, on note :

• 𝐴𝑛 l’événement : « les 𝑛 premiers lancers ne donnent pas deux faces de suite et le
𝑛-ième lancer donne face» ;
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• 𝐵𝑛 l’événement : « les 𝑛 premiers lancers ne donnent pas deux faces de suite et le
𝑛-ième lancer donne pile».

On pose 𝑥𝑛 = 𝑃(𝐴𝑛) et 𝑦𝑛 = 𝑃(𝐵𝑛).

1. (a) Déterminer 𝑢1 ; 𝑥2, 𝑦2, 𝑢2 ; 𝑥3, 𝑦3, 𝑢3.

(b) Trouver, pour 𝑛 ≥ 2, une relation simple entre 𝑥𝑛 et 𝑢𝑛.

(c) Pour tout 𝑛 ≥ 2, déterminer les probabilités conditionnelles

𝑃(𝐴𝑛+1 ∣ 𝐴𝑛), 𝑃 (𝐴𝑛+1 ∣ 𝐵𝑛), 𝑃 (𝐵𝑛+1 ∣ 𝐴𝑛), 𝑃 (𝐵𝑛+1 ∣ 𝐵𝑛).

(d) En déduire, pour tout 𝑛 ≥ 2, les relations de récurrence suivantes :

⎧{
⎨{⎩

𝑥𝑛+1 = 𝑝𝑦𝑛,
𝑦𝑛+1 = 𝑞(𝑥𝑛 + 𝑦𝑛).

2. On suppose, dans cette question, que 𝑝 = 𝑞 = 1
2 .

(a) Soit (𝑓𝑛)𝑛≥0 la suite de nombres entiers définie par les conditions

𝑓0 = 1, 𝑓1 = 1, et, pour tout entier 𝑛 ≥ 0, 𝑓𝑛+2 = 𝑓𝑛+1 + 𝑓𝑛.

Montrer que, pour tout 𝑛 ≥ 2, on a 2𝑛𝑦𝑛 = 𝑓𝑛.

(b) On pose 𝛼 = 1 +
√

5
2 et 𝛽 = 1 −

√
5

2 . Montrer que l’on a, pour tout entier 𝑛 ≥ 0,

𝑓𝑛 = 𝛼𝑛+1 − 𝛽𝑛+1

𝛼 − 𝛽 .
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(c) En déduire, pour tout entier 𝑛 ≥ 2, une expression de 𝑥𝑛, puis de 𝑢𝑛, en fonction de
𝑛, 𝛼 et 𝛽.

(d) Vérifier que

+∞
∑
𝑛=1

𝑢𝑛 = 1,

c’est-à-dire que la probabilité d’obtenir deux faces de suite au bout d’un nombre fini de
lancers est égale à 1.

3. On considère maintenant le cas où 𝑝 = 2
3 . Donner, pour tout entier 𝑛 ≥ 1, une

expression de 𝑢𝑛 en fonction de 𝑛.
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