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Exercice

On utilise uniquement les définitions de d et ¢ données dans 1’énoncé. Leurs propriétés

nécessaires sont établies ci-dessous par calcul sur les coefficients.

1. a) Les coefficients diagonaux de 27 valent 2 et les autres sont nuls. Donc d(21) = 4,
tandis que d(I) = 1. Une application linéaire vérifierait d(21) = 2d(I) = 2. Cette

contradiction prouve que d n’est pas linéaire.

} a b e f
b) Ecrivons A = et B= . Alors

c d g h

ae+bg af 4+ bh
AB =

ce+dg cf+dh
En développant les deux produits,
d(AB) = aecf + aedh + bgcf + bgdh — afce — afdg — bhce — bhdyg.
Les termes aecf — afce et bgdh — bhdg s’annulent. Les autres donnent

ad(eh — fg) — bc(eh — fg) = (ad — be)(eh — fg). Ainsi d(AB) = d(A)d(B).

¢) Si B= P7'AP, avec P inversible, la question précédente donne
1 =d(I) = d(P1)d(P). Par conséquent d(B) = d(P~1)d(A)d(P) = d(A).

2. a) Pour tous A, B et tous réels A, i1, 'addition des coefficients diagonaux donne

t(AMA + puB) = Mt(A) + pt(B). Lapplication est donc linéaire. Chaque réel z est

z 0
I'image de : son image est R, de dimension 1. Le théoreme du rang,

0 0

appliqué au domaine de dimension 4, donne dimKert¢ =4 — 1 = 3.

On peut aussi décrire directement le noyau : il est formé des matrices ; les
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trois parametres indépendants confirment sa dimension.

b) Avec les coefficients de la question 1.b), t(AB) = ae + bg + c¢f + dh, tandis que
t(BA) = ea + fc + gb + hd. Ces deux nombres sont égaux par commutativité du

produit réel.

¢) Pour B= P71 AP, on applique 2.b) aux matrices P~'A et P:
t(B) =t(PP71A) = t(A).

a b
3. a) Bcrivons A = . Le produit explicite donne

c d

a?+bc bla+d)
A% = =(a+d)A+ (bc —ad)l.

cla+d) d*+bc

Cela établit ’existence d"un couple. Pour 'unicité, si A + I = a’A+ 'T eta # o/,
alors A = —(8— p')I/(a — '), contrairement a I’hypothese. On a donc a = o/, puis
B = " puisque I # 0.

b) La formule calculée en 3.a) donne a = t(A) et 8 = —d(A). En particulier, l'identité
concreéte est A% = t(A)A —d(A)I.

4. a) Siu(e;) = Ae; et u(ey) = ey, la linéarité impose u(w) = Ae; + pesy. Si w est aussi
propre, u(w) = v(e; +e,), et l'unicité des coordonnées donne A = p = v. Il en résulte

A = vI, contradiction. Les trois vecteurs ne sont donc pas simultanément propres.

b) D’aprés 4.a), au moins un des vecteurs non nuls e, e,, w n’est pas propre.
Appelons-le z. Si (z, u(x)) était liée, u(z) serait colinéaire a z, ce qui ferait de z un
vecteur propre, y compris pour la valeur propre 0 si u(x) = 0. La famille est donc

libre et comporte deux vecteurs dans R? : ¢’est une base.
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0
c) La premiere colonne de la matrice dans cette base est . L'identité de 3.b),
1
appliquée au vecteur colonne z, donne u?(z) = —d(A)z + t(A)u(z). La seconde
—d(4)
colonne est donc , et
t(A)
0 —d(A)
M —
1 t(A)

Ainsi a = —d(A) et b = t(A) ne dépendent que de A, pas du choix de la base construite.

d) La transposée de A n’est pas scalaire, car sa transposée le serait alors aussi. Par
définition, d(*A) = d(A) et t(*A) = t(A). En appliquant 4.b)-c) a chacune des deux
matrices, on obtient la méme matrice M. Ainsi A et A sont chacune semblables a M,

donc semblables entre elles.

5. a) La matrice nulle commute avec A. Si AB = BA et AC = CA, alors
AAB+ pC) = ABA+ pCA = (AB + pC') A pour tous réels A, p1. Lensemble C(A) est

donc un sous-espace vectoriel.

b) Si A = A, toute matrice commute avec A, donc €(A) = M,(R). Sa base canonique
(E11s Eyg, Egq, Eyy) est une base et sa dimension vaut 4; E;; désigne la matrice dont

seul le coefficient (i, j) vaut 1.

Supposons A non scalaire. Choisissons une colonne non nulle z telle que (x, Ax) soit
une base, conformément a 4.b). Pour B € C(A), écrivons Bz = pz + vAz. La

commutation donne
B(Azx) = A(Bz) = pAz + vA%x.

Les matrices B et uI 4+ v A ont donc la méme action sur les deux colonnes d’une base;
elles sont égales. Réciproquement, toute matrice 1/ + v A commute avec A. Ainsi

C(A) = Vect(I, A). La famille (I, A) est libre puisque A n’est pas scalaire. C’est donc une
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base et dim C(A) = 2.

Probléme

Partie I. Analyse

1. a) Les deux termes initiaux sont des entiers naturels et la somme de deux entiers
naturels reste dans N; une récurrence a deux termes donne u,, € N. De plus
u; —ug = let,pourn>1,u, ; —u, =u, ; > 0. La suite est croissante. On a aussi

u, > 1pourn > 1.

b) Méthode 1 — Limite éventuelle.

Si la suite convergait vers un réel /, sa relation de récurrence donnerait ¢ = 2¢, donc
¢ =0.0ru, >1pourn > 1, contradiction. Comme elle est croissante, elle tend donc

vers +o0.

Méthode 2 — Minoration explicite.

Pourn > 2,u, ; =u, +u,_; > u, + 1. Comme u, = 1, une récurrence donne
u,, > n — 1 pour n > 2. Cette minoration prouve directement u,, — +o00. La premiere

méthode exploite la récurrence a la limite; la seconde fournit aussi une borne utile.

2. a) Les racines sont a = (1 +/5)/2 et b = (1 — v/5)/2. Leur somme vaut 1 et leur
produit —1,donc b =1 —a = —1/a. U'inégalité 1 < /5 < 3donne 1 < a < 2. En
particulier -1 < b < 0Oet|b] <1< a.

b) Méthode 1 — Récurrence linéaire.

La relation u,,, » — u,,.; — u,, = 0 a pour équation caractéristique 2> —x — 1 = 0, a deux
racines réelles distinctes a, b. Son expression générale est donc u,, = C'a™ + Db™. Les
conditions C + D =0 et Ca+ Db = 1donnent C = 1/(a —b) = 1/v/5et D = —1/+/5.
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Méthode 2 — Vérification directe.

Posons v,, = (a™ — b")/v/5.Onawv, = 0etv; = 1. Les égalités a®> =a + 1 et b = b+ 1
entrainent v,, » = v, + v,,. Une récurrence a deux termes assure v,, = u,, pour tout n.

Cette vérification permet de réutiliser la formule sans résoudre de systéme général.

¢) Onécrit u, = a—(l — (b/a)™). Puisque |b/a| < 1, le facteur entre parenthéses tend

G
vers 1. Donc u,, ~ a™/+/5.

3. Méthode 1 — Relation entre deux termes successifs.

Pourn > 0,

/Bn-l—l = Upyo — AUy = (1 - a)un—i-l + Uy = b(un—i—l - a’u’n) = bﬁn’

puisque —ab = 1. Avec 5, = 1, il vient 8,, = b".

Méthode 2 — Expression explicite.

La formule de 2.b) donne u,, ., — au,, = (=b"* + ab™)//5 = b"(a — b)//5 = b™.
L'approche récurrente évite la formule explicite; la seconde en constitue une application

immeédiate.

4. a)Sin>1,0ona0 < b* < 1etauy, = u,,,; —b*". Ceréel est strictement compris
entre les entiers u,, ; — 1 et u,, ., d’ot1 la partie entiére annoncée. Pour n = 0,

laug| = 0 = uy — 1, ce qui traite le cas ot b*" = 1.

b) Pourn > 1, —1 < b*1 < 0. Ainsi au,,,_; = u,,, — b*""! appartient a Ju,,,, u,,, + 1].

Par conséquent |auy,, 1| = uy,.
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5. a) Siy = 0, tous les termes sont nuls. Sinon, choisissons z tel que |y| < z < 1. Les
croissances comparées donnent n*(|y|/z)™ — 0 : en effet ce produit vaut n*e=<",
avec ¢ = In(z/|y|) > 0. Il est donc majoré par une constante C' > 0 pour tout n > 1.
Ainsi n*|y|" < C2". La série géométrique de droite converge, ce qui prouve la

convergence absolue recherchée, sans critere de quotient.

b) La formule de 2.b) donne

k

n"u,,

1 n_n n
s = 5oz (1 e/ = /2)).

Ona |a/2| < 1et|b/2| < 1. Les deux séries du membre de droite convergent absolument
par 5.a). La série demandée converge donc absolument. Elle fournira notamment

l'existence des moments de la variable de la question 13.

c) Méthode 1 — Relation de récurrence imposée par I'énoncé.

Posons

S = Z u,, /2n+1,
n>1
dont la convergence est établie. En isolant les termes n = 1, 2, puis en utilisant

U, = U, 1 +U, o pourn >3,

1 1 U U 3 1 1 1
S:— - n—1 n_2:— —S__ —

n>3

S.

Les décalages sont licites dans des séries convergentes. Ainsi S = 1/4 + 35/4, donc
S=1

Méthode 2 — Formule explicite et sommes géométriques.
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La formule de 2.b) et la convergence absolue donnent

o1 ( a/2 b2 >= 1 (a—b)/2
s \1—a/2 1-b/2) ov/5(1—a/2)(1—0/2)

Le dénominateur vaut 1 — (a +b)/2 + ab/4 = 1/4eta—b = /5, donc S = 1. La premiere
méthode fait apparaitre une équation sur la somme; la seconde utilise la décomposition

déja obtenue en deux suites géométriques.

Partie II. Algebre et algorithmique

6. a) Les premiere et quatrieme colonnes sont égales, donc A = (0 avec un vecteur

=l
non nul. La matrice n’est pas inversible. En revanche elle est réelle symétrique; le

résultat du programme sur ces matrices assure qu’elle est diagonalisable.

b) Les produits ligne-colonne donnent

1 1/2 1/2 1

1/2 1/2 1/2 1/2
A% =

1/2 1/2 1/2 1/2

1 1/2 1/2 1
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3/2 1 1 3/2

1 1/2 1/2 1
A3 =

1 1/2 1/2 1

3/2 1 1 3/2

Pour préciser le calcul, les lignes extérieures de A? sont la demi-somme des quatre
lignes de A, soit (1,1/2,1/2,1); les lignes intérieures sont la demi-somme des premiére
et quatriéme lignes de A, soit (1/2,1/2,1/2,1/2). En multipliant ces lignes par A, on
obtient les lignes affichées de A3. La comparaison coefficient par coefficient donne
A=A+ A%

¢) Lidentité précédente montre que toute valeur propre réelle \ vérifie A3 — A2 — X\ =0,
donc A € {0, a,b}. La valeur 0 est déja obtenue en 6.a). Pour A = a ou b, le vecteur

non nul v, =%\, 1,1, \) vérifie
Avy = A+ 1,0 0+ 1) = do,y,
car \> = X + 1. Les trois valeurs 0, a, b sont donc effectivement propres, et ce sont les
seules.
d) Pourn =1, prenonsa, = 1,b; =0.Si A" = a, A + b, A?, alors
Attt =q A% +b,A3=b,A+ (a, +b,)A%

La définition récursive a,, . = b,, b, = a,, + b, construit donc les suites et prouve la
propriété par récurrence. Elles sont méme uniques avec cette représentation : si

cA + dA? =0, les coefficients (2, 2) puis (1,2) donnent d/2 = 0 puis ¢/2 + d/2 = 0, donc
c=d=0.

e) Les relations sont celles obtenues ci-dessus. Elles donnent

CLn+2 = bn+1 = ay + bn = ay + CLn—&-l/
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by = apyq +bp4 =0, +0,1.

Ainsi chacune des suites vérifie la méme récurrence d’ordre 2 que (u,,). Les conditions
initiales sont (a,, ay) = (1,0) et (b;,by) = (0,1). On peut en particulier écrire b,, = u,,_;

eta, =u, —u,_;pourn > 1.

7. Code adapté en Python. Question adaptée au programme actuel.

Python
def f(n):
u=20
v=1

for k in range(1l, n):
temp = v
v=u+yv
u = temp

return v

Avant l'itération d’indice k, les variables u et v valent respectivement u,;,_; et u,. La
sauvegarde temp permet de remplacer successivement la paire par
(g, U + uy,) = (up, Uy, q)- Ala fin des n — 1 itérations, v vaut u,,. Pour n = 1, la boucle

est vide et la valeur renvoyée est bien 1.
8. a) Les valeurs nécessaires sont uy = 1, ug = 2, uy = 3, us = 5, ug = 8, u; = 13,
u8 = 21, UQ = 34, U’]_O = 55, ull = 89, u12 = 144, 'U/13 = 233. All’lSl

En rangeant les indices dans 'ordre croissant, leurs écarts sont 5 dans le premier cas, et

4,4 dans le second. Ce sont donc des Z-décompositions.

b) Pour un terme, u;, < uy .y puisque k; > 2. Supposons l'inégalité établie pour 7 — 1
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termes. Alors

r—1

E U, <Up 41 < Up 5
=

car k,_; +1 <k, — 1. En ajoutant u;, , on obtientn <wuy, 4 +u, =uy 4.

Chaque décomposition vérifie aussi n > uy, . Or (uy);, est strictement croissante. 11
existe donc au plus un indice k, > 2 tel que u;, <n <wu; ., :le plus grand indice est
imposé par n. Apres avoir retranché v, , si le reste est nul, la décomposition ne
comporte que ce terme; s'il est positif, son plus grand indice est imposé de la méme
maniere. Les restes entiers diminuent strictement. En répétant, deux décompositions de
n ont exactement les mémes indices et, en particulier, le méme nombre r de termes.
L'inégalité seule ne donne donc pas directement I"unicité de r : c’est cette extraction

successive qui la justifie.

c) Pour p = 2etp = 3, les entiers possibles sont 1 = u, et éventuellement 2 = s,
chacun avec une décomposition unique par 8.b). Supposons la propriété acquise
jusqu’au rang p — 1, avec p > 4, et prenons 1 < n < u,,. Sin = u,, la décomposition a

un terme convient. Si n < u,,_;, I'hypothese au rang p — 1 s’applique. Sinon

p—1s

<n< Up écrivons n = U, 1 +m, avec

Uy 1 <

O§m<up—u =

p—1 p—2°

Sim = 0,iln’y a qu'un terme. Si m > 0, I'hypothese au rang p — 2 fournit sa
décomposition; puisque m < u,_,, tous ses indices sont au plus p — 3. On peut donc lui
ajouter 'indice p — 1, avec un écart au moins égal a 2. L'existence est démontrée dans

tous les cas. L'unicité résulte de 8.b). La récurrence forte sur p est achevée.

9. Code adapté en Python. Question adaptée au programme actuel.

Python
def Z(n, u, p):
Res = [0] * (p + 1)

reste = n
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k=p
while reste > O:
while ulk] > reste:
k=k -1
Res[k] = ulk]

reste = reste - ulk]
return Res

On choisit a chaque étape le plus grand terme de Fibonacci qui ne dépasse pas le reste.
La question 8.b) montre que ce terme est nécessaire dans toute décomposition. Si ce
terme est u;, la maximalité donne reste avant soustraction < u,_,, donc le nouveau reste
est strictement inférieur a v, ; — u;, = u;_,. Tout indice suivant est donc au plus k — 2,
ce qui explique la décrémentation. Pour I'étape initiale ou k = p et n = u,,, le reste

devient immédiatement nul; I'inégalité reste vraie.

Un reste positif est un entier au moins égal a u, = 1; la boucle intérieure trouve donc
toujours un indice au moins égal a 2. Le reste décroit strictement apres chaque sélection,
ce qui assure la terminaison. Les cases inutilisées restent nulles et les autres contiennent
précisément les termes sélectionnés. Le code est exécutable sans import. Les fonctions
des questions 7 et 9 ont été exécutées et controlées, notamment pour tous les entiers de 1

a Uy ; ces contrdles accompagnent les justifications précédentes.

Partie II1. Probabilités

On notera m,, = P(Y =n) pourn > letc, = P(C,) pour n > 0. Attention : Y est
l'indice du premier tirage de la premiere paire, et non le nombre total de tirages, qui

vaut alors Y + 1.

10. a) Les tirages i et i + 1 sont indépendants et ont chacun une probabilité p de donner

b) Toutes les valeurs sont des entiers naturels. La valeur 0 correspond par exemple a
une suite ne contenant que des zéros. Pour tout n > 1, une suite commencant par

n — 1 zéros puis deux 1 réalise Y = n, et ce début de suite a une probabilité
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q"'p? > 0. Dans le modele canonique de I'expérience, Y () = N.

Ona{Y =1} =5,NS9,, doncm =p? PourY = 2, les trois premiers résultats sont
nécessairement 0, 1,1, d’ott m, = gp®. Pour Y = 3, les résultats des tirages 2, 3, 4 sont
nécessairement 0, 1, 1, le premier tirage étant quelconque. Donc 75 = ¢p®. Les facteurs

proviennent dans chaque cas de tirages distincts et indépendants.

Si l’espace probabilisé choisi omet des suites de probabilité nulle, I'image ensembliste
peut ne pas contenir 0; I'ensemble des valeurs positives possibles reste N*. L'énoncé
décrit I'expérience usuelle sur toutes les suites, convention retenue pour la réponse

Y () =N.

11. a) L'événement C, est certain; un seul tirage ne peut former de paire. Donc

co = ¢; = 1. Pour deux tirages, seule la suite 1, 1 est exclue, ainsi ¢, = 1 — p?.

b) Pour que la premiere paire commence au tirage n + 2, il faut et il suffit : aucune paire
dans les n premiers tirages, un 0 au tirage n + 1, puis deux 1 aux tirages n + 2 et
n + 3. Le zéro exclut toute paire franchissant la frontiere du bloc initial. Ces
conditions portent sur des groupes de tirages disjoints, donc sont indépendantes.

On obtient ,,_, = ¢,,qp°.

12. a) Si le premier tirage donne 0, la condition concerne seulement les n — 1 tirages
suivants; la probabilité correspondante est qc,, ;. Si le premier donne 1, le deuxiéme
doit donner 0, puis les n — 2 suivants doivent éviter toute paire; la probabilité est
pgc,,_o. Ces deux possibilités sont disjointes et couvrent C,, d’ott

¢, = qc¢,,_1 + pgc,,_o, y compris pour n = 2 avec ¢y = 1.
b) La formule 7,,., = p?qc, s’étend a n = 0, car m, = p?q = p*qcy. Pour n > 2, 1a
récurrence de c,, donne

Tp+2 = qﬂ-n—&-l + pqTy,.

Pour n = 1, on vérifie séparément g, + pqm; = ¢*p* + pq = p?q(q +p) = p*q = 3. La

relation est donc valable pour tout n > 1.
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13. a) Pour p = ¢ = 1/2, les valeurs initiales sont m; = 1/4 = u, /2% et my = 1/8 = u,/23.

Si la formule est vraie aux rangs n et n 4 1, la question 12.b) donne

T _ lun—i-l 1 Uy, _ un+1 +un _ un+2
n+2 9 gn+2 4 9n+l1 on+3 on+3

La récurrence prouve la formule pour tout n > 1.

b) La question 5.c) donne

Zﬂ'n = 1.

n>1

Les événements {Y = n}, n > 0, forment une partition, donc P(Y = 0) = 0.

c) La question 5.b), avec k = 1, établit la convergence de

g nmw,,

donc l'existence de l'espérance m = E(Y).

Méthode 1 — Sommation de la récurrence.

Multiplions la récurrence =, , = 7, /2 + 7, /4 par n + 2, puis sommons pour n > 1.

Les sommes sont absolument convergentes et

ainsi
1 1

Avecm, = 1/4 etm, =1/8, cela devient m —1/2 = 3m/4 + 3/4. Donc m = 5.
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Méthode 2 — Séries géométriques dérivées.

Posons p = a/2 et o = b/2. Alors |p|,|o| < 1,p+0 =1/2, poc = —1/4etp—0=+/5/2.La

loi s’écrit 7, = (p™ — 0™)/(2v/5). La formule usuelle

an” =z/(1—2)?,

n>1

pour |z| < 1, donne

el (e o ) 1 Goaiom
25 \(1=p)?* (1-0)*)  25(1-p)*(1-0)°

1 5/4
Puisque (1 — p)(1 — o) = 1/4, ce nombre vaut 1% 1//16

réutilise directement pour une loi donnée par récurrence; la seconde exploite une

= 5. La premiére méthode se

expression explicite en puissances géométriques.

d) La question 5.b), avec k = 2, établit ’existence de M, = E(Y?).

Méthode 1 — Sommation de la récurrence.

En multipliant la méme récurrence par (n + 2)? et en sommant,

1 1

La premiere somme du membre de droite vient du changement d’indice j = n + 1 dans

> (n+2Pm,, =) (G+1)%;

n>1 5>2

15/20



@ Prépa Simple HEC — 2009
on retranche donc le terme 4r,. En insérant m = 5, on obtient M, — 3/4 = 3M, /4 + 11,

donc M, = 47. La formule de Koenig-Huygens donne V (Y) = 47 — 5% = 22.

Méthode 2 — Deux premiéres séries géométriques dérivées.

On reprend p, o définis en 13.c). Pour |z| < 1, 'identité n? = n(n — 1) + n et les deux

formules usuelles donnent

D n2an =222/(1— 2%+ 2/(1—2)? = 2(1 + 2)/(1 — 2)°.

n>1

Ainsi

1 (p(l+p) o(l+o0)
M = zf(( PE <1—a>3>'

Pour détailler la simplification, posons S = p+ o =1/2etT = po = —1/4. Le

numérateur commun se développe en

p(1+p)1—0)—c(1+o)(1—pB=(p—0)(1+S—6T+ ST +T?).

Le facteur entre parentheses vaut 1 +1/2+3/2 —1/8 4 1/16 = 47/16; le dénominateur
1 47

commun vaut ((1 — p)(1 — 0))3 = 1/64. Donc M, = 1515 % 64 = 47, puis

V(Y) = 22. Les deux méthodes correspondent aux deux descriptions de la loi déja

utilisées pour I'espérance.

14. a) Le discriminant vaut A = ¢* + 4pq > 0, puisque p, ¢ > 0. Les deux racines réelles
distinctes sont r = (¢ + VA)/2 et s = (¢ — VA)/2.

b) Comme VA > ¢>0,0onas <0 < r.Posons F(z) = 22 — qz — pq. Les valeurs
F(0)=—pg<0,F(1)=1—q—pg=p?>>0etF(—1)=14+q¢—pg=1+4+¢*>>0
placent les racines dans | — 1,0[ et |0, 1[. Enfinr + s = ¢ > 0, d'ottr > —s = |s|.
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c) Larécurrence de 12.b) a pour équation caractéristique F'(z) = 0, a deux racines
2
réelles distinctes. La suite wv,, = p—(r” — s") la vérifie. Orr —s = VAetr+s=gq,

VA

donc v, = p? = 7, et v, = p?q = m,. Lunicité d"une suite a récurrence d’ordre 2 et

conditions initiales données entraine m,, = v,, pour tout n > 1.

d) Les deux séries géométriques convergent puisque |s| < r < 1. Par conséquent

2 2

anzrp_s <1zr_1is) - (1—7“1))(1—8)'

Orr+s=gqetrs=—pg,donc (1 —r)(1—s)=1—q— pg = p* La somme vaut 1, ce qui
donne P(Y =0) = 0.

Une autre preuve probabiliste est possible : si aucune paire de 1 ne survient jamais,
aucune des m paires disjointes de tirages (1, 2), (3,4), ..., (2m — 1,2m) ne vaut (1,1).
Lindépendance donne P(Y = 0) < (1 — p?)™ pour tout m. Le membre de droite tendant

vers 0, on retrouve P(Y = 0) = 0 sans calculer la loi.

e) Pour tout entier k > 1,

2
0<nfr, < L (nkrm 4 nk|s|m).

VA

Les séries de droite convergent par 5.a), donc E(|Y |¥) < +o0. Tous les moments existent.

En utilisant la premiére série géométrique dérivée, avec ||, |s| < 1,

5 =2 (- a2

Le numérateur de la différence mise au méme dénominateur est
r(l1—s)? —s(l—r)2=(r—s)(1—rs). Ainsi

2(1— 1 11
prl—rs) tpg_ 11

PO T P

Pour p = 1/2, cette formule redonne 5. L'espérance du nombre de tirages jusqu’a la paire

estdonc E(Y)+ 1= (1+p)/p*
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15. a) Si |z| < 1/r, alors |rz| < 1 et |sx| < r|z| < 1. La formule de 14.c) donne

(Irz]™ + |sz]") < +o0.

La série définissant g(z) est donc absolument convergente sur l'intervalle annoncé.
g

b) On somme simplement les deux séries géométriques, sans les dériver :

P < TT ST )_ plx B pla
l—rz 1—sz/ (1—rz)(1—sz) 1—qz—pgz?

Les dénominateurs sont non nuls car |rz|, |sz| < 1.

16. a) Pour p =2/3 et ¢ = 1/3,les racines sontr = 2/3 et s = —1/3.Sur I =] — 3/2,3/2],

g(x) = D(z) =9—3z — 222 = (3 —2x)(z + 3) > 0.

Cette fonction rationnelle est de classe C*° sur I. Sa dérivée est

4D(x) — 4zD’'(z)  4(9 + 2x?)

g (z) = D)’ =Dy > 0.

Donc g est strictement croissante sur I. A gauche, le dénominateur tend vers 9 et le

numérateur vers —6, donc lir?{>2 g(x) = —2/3. A droite, D(z) — 0" et 4z — 6, donc
r——3/2%
1131)1/12 g(x) = +00. On a notamment g(0) =0et g(1) = 1.
r—3/2

b) La dérivation de la formule précédente donne

_ 16zD(x) —8(9+ 22*)D’'(x)  8(4ax® + bdx + 27)
B D(z)3 B D(z)3

9" (x)
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Posons h(z) = 4a® + 54x + 27. Sa dérivée b/ (z) = 1222 + 54 est strictement positive sur
R. De plus h(—1/2) = —1/2 < 0 et h(0) = 27 > 0. Le théoreme des valeurs
intermédiaires et la stricte croissance donnent un unique zéro a €] — 1/2, 0[. Puisque
D(z) > 0sur I, g” ale signe de h. Ainsi g est concave sur | — 3/2, o] et convexe sur

]a, 3/2], avec un point d’inflexion d’abscisse a.

c) La courbe est croissante, passe par (0,0) et (1,1), tend vers le point exclu
(—3/2,—2/3) a gauche et posséde I'asymptote verticale z = 3/2 a droite. Sa tangente
a l'origine a pour équation y = (4/9)x. Le point d’inflexion a pour coordonnées
approchées a ~ —0,491 et g(a) ~ —0,197. Le tracé suivant utilise la formule exacte

de g; les deux axes ont la méme échelle.
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Point exclu : (—1,5; —2/3)1 + '

Relevé des adaptations

Probleme, 7 : Code adapté en Python; les quatre blancs et la fonction

de calcul de u,, sont conservés.

Probleme, 9 : Code adapté en Python; le tableau et la procédure sont traduits en liste et

fonction, avec une convention d’indices explicite et les mémes valeurs a produire.
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