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EXERCICE I

On travaille dans £ = M,(R), de base (U,,U,,Us,U,). La colonne des coordonnées de

T

Yy
M= dans cette base est (x y 2 t) ).
t

1. a) Il s’agit de reconnaitre un noyau d’application linéaire. Pour tous M, N € E et tous

a, f € R, la distributivité des produits matriciels donne

vaplaM + BN) = A(aM + BN) — (aM + fN)B = a(AM — M B) + (AN — NB).

Ainsi est linéaire, et ses valeurs appartiennent a F : ¢’est un endomorphisme de E.
YA,B

De plus,

MeVyp <= AM -~ MB=0 < M € Ker(p, p).

Le noyau d’une application linéaire est un sous-espace vectoriel. Donc

Vg = Ker(p4 p) est un sous-espace vectoriel de E.

1. b) Calculons d’abord 1'image d"une matrice quelconque, ce qui fournira
simultanément les quatre colonnes de la matrice cherchée. Pour les matrices A et B

de cette question,

r—z y—t —x+2y vy
AM: 5 MB:

—x+2z —y+it —2z4+2t t

Par soustraction,
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2c — 2y —z —i

—x+2z—-2t —y

La matrice représentative dans la base donnée est donc

Pour montrer son inversibilité, on résout le systeme homogeéne, sans calcul de
déterminant. Si K( (x y z t) ) = 0, les deuxiéme et quatriéme lignes donnent ¢t = 0

et y = 0. Les deux autres deviennent

20 — z =0, —z + 2z = 0.

La premiere donne z = 2z, puis la seconde 3z = 0. Ainsi = z = 0. Le noyau de K est

donc réduit a 0; une matrice carrée a noyau nul est inversible.

Il en résulte que 4 p a un noyau nul et, par 1.a, que Vy 5 = {0}.

2. a) Comme les deux matrices sont diagonales, les produits se calculent directement :

MA =

rz rt z st

DM =
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On en déduit 1'équivalence

MeVpa <= (1=s)y=0, (r—1)z=0, (r—s)t=0.

Les hypotheses s # 1, r # 1 et r # s permettent de conclure que ces conditions sont

exactement y = z = t = 0, sans condition sur x.

2. b) D’apres 2.a,

x 0
VD’A = :x € R p = Vect(Uy).

0 0

Comme U; # 0, la famille (U, ) est libre et génératrice. C’est donc une base de Vj, o, qui

est de dimension 1.

3. a) Posons r = a — b. On cherche deux vecteurs propres explicites. Les sommes des

coefficients de chaque ligne de A étant égales a 1,

1 1
A =
1 1
De plus,
a—1 ala—1)+ (1 —a)b (a—b)(a—1) a—1
A = = =r
b ba—1)+ (1—Db)b (a—b)b b

Le premier vecteur est non nul et le second aussi, puisque b # 0. Ce sont des vecteurs
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propres associés aux valeurs propres distinctes 1 et r, car a — b # 1. Ils forment donc une

famille libre, puis une base de R?.

Ainsi

est inversible et la relation obtenue colonne par colonne est

AP =P

En multipliant a gauche par P!, on obtient D = P~' AP, avec D = diag(1,r) et

r=a—>.

Enfin, une matrice semblable a A a les mémes valeurs propres. Pour la matrice
diagonale D, I'équation DX = AX avec X # 0 impose A = 1 ou A = r. Les deux valeurs

propres de A sont donc exactement 1 et a — b.

3. b) Le méme calcul, avec c et d, donne

Le second vecteur est non nul car d # 0, et c — d # 1. Ces vecteurs propres sont donc

indépendants. La matrice

5/19



@ Prépa Simple HEC — 2002

est inversible et vérifie BQ = QA, ou A = diag(1, s) avec s = ¢ — d. Donc A = Q"' BQ.

Les hypotheses de la question 2 sont satisfaites : r # 1, s # 1 et r # s, cette derniére

inégalité venant de a — b # ¢ — d.

3. ¢) On utilise les deux changements de base déja construits. Puisque A = PDP ! et
B=QAQ !,ona

AM = MB < PDP'M = MQAQ.

Les matrices P et ) étant inversibles, on peut multiplier a gauche par P! et a droite par
Q. Cela donne

AM = MB < D(P7'MQ) = (P"'MQ)A <= P'MQ € Vp 4.

D’apres 2.b, ceci équivaut a I'existence de a € R telle que P~'MQ = aU,, donc a
M = aPU,Q L. Ainsi

Vg = Vect(PU;Q7Y).

La matrice PU,;Q ! n’est pas nulle, car son annulation entrainerait celle de U, apres

multiplication par P! et Q. Elle constitue dong, a elle seule, une base.

On peut donner cette base explicitement. Puisque 1 — ¢+ d = 1 — s # 0, la multiplication

directe permet de vérifier
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1 d 1—c¢
Q1=
1—c+d
D’ou
1 1 d 1—c
PUQ™ = ——
19 l—c+d
1—c
d 1—c
On peut donc retenir la base . Cette matrice est non nulle, notamment
d 1—c
parce que d # 0.
x
4. a) Pour M = , on a maintenant
z t
(u—v)x (u—238)y
DM — MA =

(r—wv)z (r—s)t

Les quatre différences sont non nulles par les hypothéses de I'énoncé. L'égalité
DM = MA est donc équivalente a z = y = z =t = 0. Ainsi Vj, o = {0}.
4. b) Méthode 1 — Passage aux matrices diagonales

Cette méthode est celle demandée : elle ramene le probléme au calcul de 4.a. Puisque A
et B sont diagonalisables, il existe des matrices inversibles P, () et des matrices

diagonales D = diag(u,r), A = diag(v, s) telles que
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A=PDP!, B=QAQ.

L'absence de valeur propre commune donne u # v, u # s, 7 # v, r # s. Le calcul de 3.c

reste donc valable et donne

AM =MB < P'MQecVp={0} <= M=0.

Ainsi V), p = {0}. Cet argument reste valable si les deux coefficients diagonaux de D, ou
ceux de A, sont égaux entre eux : seules les différences entre une valeur propre de A et

une valeur propre de B interviennent.

Méthode 2 — Action sur une base de vecteurs propres

Cette seconde approche décrit directement 'effet de M sur les vecteurs propres de B.
Soit M € V, p.La diagonalisation de B fournit une base (¢;, ¢,) de vecteurs propres,

avec Bq, = \.q; pour j € {1,2}. Alors
J 713 p

Si M gq; était non nul, ce serait un vecteur propre de A associé a );, alors que A; est une
valeur propre de B et qu'aucune n’est commune. On a donc Mq; = Mg, = 0. Une

application linéaire nulle sur une base est nulle; ainsi M = 0.

Réciproquement, la matrice nulle vérifie 'équation. On retrouve V,, = {0}. La
premiere méthode calcule les coordonnées de toutes les solutions; la seconde explique

pourquoi une solution ne peut avoir d’action non nulle sur un vecteur propre de B.
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EXERCICE 11

A. Premiére approche

1. La fonction g est positive sur R. Elle est continue sur | — 0o, 1] et sur |1, +00], avec des
limites finies a gauche et a droite en 1. Son intégrale totale s’obtient en calculant

d’abord sur un segment : pour a > 1,

@ @ dt 17 1
t)dt = —=|-C| =1—2=.
/19() /1t2 { t:|1 "

+00
Le passage a la limite lorsque a — +oo donne / g(t) dt = 1. Les conditions de

caractérisation d'une densité sont satisfaites; g est donc une densité de probabilité.

2. Puisque g s’annule sur | — oo, 1], la fonction de répartition de X est

0 sit <1,

1
1—- sit>1.
t

t
La formule pour ¢ > 1 vient de / u?du=1—1/t. Elle vautaussient = 1 etrend Fy
1

continue en ce point.

+oo
Pour I'espérance, on doit examiner la convergence absolue de / tg(t)dt.Icit > 1 sur
— o0

le support, donc l'intégrande est positif et

a adt
/ tg(t)dt:/ 7:lna—>—|—oo.
1 1

L'intégrale n’est pas convergente : X n’admet donc pas d’espérance finie.
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3. a) Un maximum est inférieur ou égal a t exactement lorsque les deux variables le

sont :

L'indépendance des deux événements a ce méme seuil, expressément supposée, suffit
donc a donner Fy, (t) = Fy(t)Fy (t) = Fy(t)%. Ainsi

On n’a pas besoin de supposer plus généralement 1'indépendance des variables X et Y.

3. b) La fonction F}, obtenue est continue sur R, notamment en 1, et de classe C* sur
R\ {1}.Pourt > 1,

Pour ¢t < 1, sa dérivée est nulle. La fonction i de 1'énoncé est positive et coincide avec
cette dérivée sauf éventuellement en 1; elle a des limites finies aux deux cotés de ce

point. C’est donc une densité de V/, soit

3. ¢) Pour un minimum, I'événement complémentaire a considérer est

U>d=[X>n[Y >4
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Si deux événements sont indépendants, leurs complémentaires le sont également. En

effet, pour les événements £ = [X < t]et FF =[Y <{],

P(ECNF¢) =1— P(E)— P(F) + P(ENF) = (1— P(E))(1 — P(F)).

On en déduit

1 sit<l,
5 sit> 1.
t
Par complémentarité,
0 sit <1,
Fy(t) = 1
t

Cette fonction est continue sur R et de classe C'! en dehors de 1. Sa dérivée vaut 2/t
pour ¢t > 1 et 0 pour ¢t < 1. La fonction m de 1’énoncé est positive, posséde des limites

latérales finies et coincide avec cette dérivée hors de 1. Elle est donc une densité de U.

3. d) On examine séparément les deux intégrales de moments, qui sont positives sur le

support.

Pour V,sia > 1,

“ @79 2 2
/th(t)dt:/ (———2>dt:2lna+——2.
1 1 t a

Cette quantité tend vers +oo : V n’admet pas d’espérance finie.

Pour U,
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a a2 2
/ tm(t)dt:/ S dt=2———2,
1 ,t a

L'intégrale de |t|m/(t) est donc convergente. Ainsi U admet une espérance et £(U) = 2.
Le minimum posséde donc une espérance finie alors que chacune des deux variables
initiales et leur maximum n’en possédent pas.

B. Situation plus générale

1. a) Leréel t > 1 est fixé. Chaque variable B, est I'indicatrice de I'événement [ X, < t|;

elle suit donc la loi de Bernoulli de parametre

1

La famille de ces événements est mutuellement indépendante par hypothéese. Leurs
indicatrices sont donc des variables de Bernoulli mutuellement indépendantes : pour
chaque choix de valeurs 0 ou 1, I'événement correspondant est une intersection des

événements initiaux ou de leurs complémentaires, dont la probabilité se factorise.

La somme Z compte le nombre de visiteurs arrivés au plus tard a I'heure ¢. C'est la

somme de n variables de Bernoulli indépendantes de méme parameétre p, donc

Ainsi, pour k € {0, ...,n},

n—=k

Sit =1, le parametre est nul et Z = 0 presque stirement; on interpréte alors la formule

binomiale dans son cas dégénéré, sans ambiguité sur la loi.
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1. b) Le r-ieme arrivant est arrivé au plus tard a ¢ si et seulement si au moins r visiteurs
sont arrivés au plus tard a ¢. Cette équivalence reste vraie méme en présence

d’arrivées simultanées, en comptant les heures avec leur multiplicité. On a donc

T.<t]=[Z>1]

Les événements [Z = k| étant incompatibles, la loi binomiale obtenue donne

Pour ¢t < 1, tous les X, sont a valeurs dans I, donc F, (¢) = 0. Ces deux expressions

décrivent la fonction de répartition sur tout R.

2. a) On utilise I'expression factorielle des coefficients binomiaux. Pour 1 < k < n,

n! n!

<”+1_k)(k—1) Al T Rl oy A

Les deux quantités étant égales, on obtient bien k() — (n+1—k)(,",) = 0.

2. b) La somme qui définit F,. est finie; on peut donc la dériver terme a terme sur
|1, 4+00[. Pour alléger le calcul, posons sur cet intervalle p(t) =1 — 1/t et q(t) = 1/t.
Onap = ¢?etq = —q% Il vient
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Le second terme ne comporte pas de terme k = n, car la dérivée du facteur constant ¢"

est nulle. En posant j = k£ + 1 dans cette seconde somme, on I'écrit

zn: (n+1—j) <j " 1>pj‘1q"‘j-

L'identité de 2.a montre que, pour chaque indice de r + 1 a n, le terme de cette somme

annule le terme de méme indice dans la premiére. Il ne reste que celui d’indice r :

Il reste a vérifier le raccordement en 1. Pour ¢ | 1, chacun des termes de la somme
définissant F.(¢) contient une puissance strictement positive de 1 — 1/¢, puisque
k > r > 1;il tend donc vers 0. Ainsi F,. est continue en 1, et donc sur R. Elle est de classe

C* hors de ce point.

La fonction f, donnée est positive, coincide avec F; sur R \ {1} et admet des limites
latérales finies en 1. Pour r = 1, son facteur de puissance » — 1 = 0 est la fonction
constante 1; pour r > 2, ce facteur tend vers 0 a droite de 1. Les critéres du programme
sont donc satisfaits : 7. est a densité et f, est une de ses densités. Sa valeur en 1 ne

change pas la loi.

2. ¢) Lorsque ¢t — +00, le facteur (1 — 1/¢)"! tend vers 1. Puisque (") > 0,

()

tfr<t> ~ tn—i—l—r'

Sur le segment [1, a], 'intégrande ¢ f,.(¢) est continu et positif. Seule la convergence en
+oo est donc a étudier. Le critére d’équivalence pour les intégrales positives et le critére

de Riemann donnent

14 /19



@ Prépa Simple HEC — 2002

+00
/ tf,(t)dt < +00 <= n+1l—r>1 << r<n.
1

Pour r € {1,...,n — 1}, I'intégrale est absolument convergente puisque 1'intégrande est
positif; T, admet une espérance. Pour r = n, I'équivalent est n/¢ et l'intégrale diverge :

T,, n’admet pas d’espérance finie.

3. a) Les fonctions polynomiales en jeu sont de classe C! sur [0, 1], donc l'intégration
par parties sur ce segment est applicable. On prend une primitive de =¥ égale a
xP*1 /(p + 1) et on dérive (1 — x)?*1. On obtient

1

ﬂ—@“ﬂ'+
0

:L.p-i-l

qg+1
J(p, 1) = =
(p,g+1) [p+1

p+1

1
/ P11 —x)9dz.
0

Le terme de bord estnul: en 0, zP™ = 0; en 1, (1 — x)9"! = 0. Par conséquent,

qg+1
Jp,g+1)=2ZJ(p+1,q),
(p,g+1) p+1(p q)

ce qui est exactement (p + 1)J(p,qg+1) = (¢+1)J(p+1,q).

3. b) Pour g € N, une primitive de (1 — z)? est —(1 — 2)7"! /(¢ + 1). Ainsi

(1—@ﬁ11_ 1
g+1 ], q+1

1
10,0 = [ (1-apda= |-

0
3. ¢) On effectue une récurrence sur p portant sur la propriété : «pour tout ¢ € N,

J(p,q) = plg!/(1+p+q)!».

Pour p = 0, la formule de 3.b donne, pour tout g € N,

15/19



@ Prépa Simple HEC — 2002

1 0lg!
g+1 (¢g+1)

J(0,q) =

Supposons la propriété vraie a un rang p € N et fixons ¢ € N. La relation de 3.a,

réarrangée, puis 1’hypothese de récurrence appliquée a ¢ + 1 donnent

_p+1pllg+1)!  (p+1)lq!

¢+1(p+q+2)! (p+q+2)!

p+1
Jp+1,9)="""J(p,q+1
(p q) q+1(pq )

La propriété est donc vraie au rang p + 1 pour tout g. Par récurrence,

plg!

V(p,q) € N2, J(p,q) = —2
(p,q) (p,q) Atptq)

4. a) Fixonsr € {1,...,n — 1} et a > 1. Le changement de variable indiqué, z = 1/¢, est
de classe C'! et strictement décroissant sur le segment [1, a]. Ses nouvelles bornes

sont 1 et1/a, etdt = —dx/z>.

Comme

on obtient, en inversant les bornes pour absorber le signe négatif,

&zaﬁxﬂdt:r(f)le”*‘%l—xy;%m.

Les exposants n —r — 1 et » — 1 sont des entiers positifs ou nuls : I'intégrande transformé

est donc continu sur [0, 1].
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4. b) Méthode 1 — Utilisation de I'intégrale .J

L'existence de I'espérance a été établie en 2.c. Dans 1'égalité de 4.a, on fait tendre a vers
+00. Le membre de gauche tend vers E(7).). Pour le membre de droite, la continuité sur
[0, 1] assure que l'intégrale entre 0 et 1/a tend vers 0; il n'y a donc pas d’échange

d’intégrale et de limite a justifier. Il vient

E(T,) = r<”) Jn—r—1,r—1).

La formule de 3.c s"applique puisque les deux arguments sont des entiers naturels. Elle

donne

Ainsi, pour toutr € {1,...,n — 1}, E(T,) = n/(n —r). Pour n = 2 et r = 1, on retrouve
bien E(U) = 2.

Méthode 2 — Probabilité de dépassement et somme télescopique

Cette approche part du nombre de visiteurs déja arrivés et permet d’expliquer le role de
la queue de distribution dans le calcul d’une espérance. On établit d’abord la formule

d’intégration nécessaire, plutdt que de la supposer connue.

Pour ¢t > 1, I'événement [T, > t] signifie que moins de r visiteurs sont arrivés; d’apres
1.a,

S.(t) = P(T. > 1) Zl( )(1—1)ktn1k.

Pour a > 1, l'intégration par parties sur [1,al, avec F, = f, sur |1, a], donne
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/atfr(t) dt = aF,(a) — F.(1) —/a F.(t)dt = 1+/a S.(t) dt — a8, (a).

1

Cette intégration par parties peut, si nécessaire, étre effectuée sur [1 + ¢, a, puis
prolongée par passage a la limite € | 0 : toutes les fonctions ont des limites finies en 1 et
F.(1)=0.

Pour a > 1, la somme finie ci-dessus donne I’encadrement

Comme k <7 —1 <n — 2, tous les exposants n — k — 1 sont au moins égaux a 1. Le
membre de droite tend vers 0. En passant a la limite dans 'identité sur segment, on

obtient donc la formule particuliere

E(T)=1+ / - S,.(t) dt.

On peut intégrer séparément les r termes, la somme étant finie. Le changement de

variable z = 1/t, d’abord sur [1, a] puis avec @ — +o00, donne pour 0 < k <r—1

400 k
/ (1—1) & Jn—k—2,k).
1 t "

Les deux indices sont naturels puisque k£ < n — 2. Par la formule de 3.c,

n B n! (n—k—2)k! n
(k)‘](”_k_2’k)‘ KHn—k! (n—1)!  (n—kn—k—1)

En utilisant 1/[j(j —1)] =1/(j — 1) — 1/, il vient
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r—1
1 1 1 1 n
= — :1 _ — = .
E(T) 1+nz<n—k—1 n—k) +n<n—r n> n—r

La premiere méthode est plus courte apres le calcul de la densité; la seconde retrouve la

méme valeur a partir des probabilités de dépassement, par une somme télescopique.

Relevé des adaptations

Aucune question n’a nécessité de modification mathématique ou d’admission nouvelle.
Toutes les hypothéses de 'énoncé sont conservées, en particulier 'indépendance des
événements a un méme seuil, utilisée sans la remplacer par une hypothése plus forte

d’indépendance générale des variables.
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