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I — Autour de la loi de Benford

Les trois parties sont indépendantes.

Soit € R. On note [z] sa partie entiére, c’est-a-dire le plus grand entier relatif inférieur

ou égal a z, et {x} sa partie fractionnaire : {z} = = — [z]. On note In z le logarithme en

1
base dixduréel z >0: Inz= lr?—lz() On rappelle les propriétés suivantes, utilisables

sans démonstration :

Vz>0, 10%=_

Vz>0, V2 >0, In(zz')=Inz+1nz".

Va e R, In(10%) = a.
1
On a par exemple In(100) = 2 et In(v/10) = 5

1) (a) Montrer que, pour tout réel x strictement positif, on a

z = 10{lne} 1qine],
Cette décomposition est dite notation scientifique de x.

1) (b) Montrer que, pour tout = > 0, le couple (101"} [In z]) est I'unique couple
(a,m) € [1,10[xZ tel que x = o 10™.

1) (c) Soit 2 > 0. On pose v = [10{"*}]. Montrer que v € {1,2,...,9}. Le nombre  est

appelé le premier chiffre significatif de .
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1
2) Pour tout entier naturel £ tel que 1 < k <9, on pose p;, = In(1+ E) Montrer que

9
Zpk =1
o=l

La famille (pj,);<p<o définit donc une loi de probabilité sur {1, 2, ..., 9} dite loi de
Benford.

3) Soit X une variable aléatoire réelle strictement positive. On suppose que la variable

aléatoire réelle Y = {In X'} suit une loi uniforme sur [0, 1].

3) (a) Soitk € {1,2,...,9}. Montrer que

[10Y]=k <« k<10¥ <k+1.

3) (b) On consideére la variable aléatoire I' = [10{"X}], égale au premier chiffre

significatif de X. Déterminer la loi de I'.

4) Soit Y une variable aléatoire réelle admettant une densité g continue sur R. On

suppose que :
(h1) g atteint son maximum M en un unique point a; € R;

(h2) g est croissante sur | — 00, a,] et décroissante sur [a, +00].
4) (a) i) Montrer que, pour touty € Ret toutn € Z, {y} = {y — n}.
4) (a)ii) En déduire que, pour tout n € Z, laloi de {Y'} est identique a celle de {Y —n}.

4) (a) iii) Déterminer une fonction de densité g continue de la variable aléatoire
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4) (a) iv) Montrer que g admet un unique maximum en un point a, € [0, 1].

4) (a) v) Montrer que g vérifie les conditions (h1) et (h2) ci-dessus, avec @, remplagant

ag.

On supposera donc désormais a,, € [0, 1[. On fixe z €]0, 1[ et on note I,, , = [n,n + x|

pour n € Z.

4) (b) i) Soit ¢ une fonction positive, continue et croissante sur [0, 1]. Montrer, en

utilisant un changement de variable, que

/Oxgp(t)dtgx/ol o(u) du.

4) (b) ii) En déduire que, pour toutn € Z tel quen < —1,ona

4) (b) iii) Montrer que

et
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+o00
/ £ dt < / ot) dt.
n>2 I, 1+z

4) (b) iv) Montrer que / g(u)du < xM et / g(u)du < xM.
I 1

0,z 1,z

4) (b) v) Conclure que

—Z/ / w)du + = Z/ du <1+ 2M.
nez n>1

On montre de méme l'inégalité suivante, que I'on admettra :

/ u)du >1—2M.
neZ I,

4) (b) vi) Montrer que I'événement ({Y'} < z) estégalalJ _, (Y €1, ).
4) (b) vii) En déduire que |P({Y} < z) — x| < 2M.

5) Soit (Z,,),,>; une sulte de variables aléatoires telle que Z,, suit une loi exponentielle

de parameétre —. On pose X, = 10VZnetY, =InX, = \/Z,,.
n
5) (a) Déterminer une densité g,, de la loi de Y,,, continue sur R.
5) (b) Etudier les variations de g,, sur R, et déterminer son maximum.

5) (c) Montrer que, pour tout  €]0, 1],

|P{Y,} <z)—=x| < 2\/26—1/2.

5/13



@' Prépa Simple ESSEC — 2014

5) (d) Montrer que la suite ({Y},}),,~; converge en loi vers la loi uniforme sur [0, 1].

IT — Répartition des valeurs dans une table numérique

On étudie la moyenne des valeurs prises par une fonction sur une table de logarithmes.

Pour tout w > 0, on définit sur R les fonctions

_ Y _
F,(y) = Wa G,y) =—

On pose w, = 10007, F' = F,, et

n
z :1n<1—|——> n € N*.
" 100000/’
La table étudiée comporte les valeurs z,, ..., 2;4o00- On s’intéresse a la moyenne
1 10000

S = F(z)
10000 £

et I'on désire montrer que cette valeur est petite. Posons

1 10000+1/2 P
J:m/l/2 F(ln(1+m))dx.

1
6) (a) Soit ¢ une fonction de classe C? sur [5, +00[. On suppose qu'il existe un réel

1
M > 0 tel que, pour tout u € [§,+oo[, l” (u)] < M.

1
Montrer que, pour n € N*et  |h| < yona
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— < pln+h) = pln) — by (0) < T

6) (b) En déduire que, pour tout n € N¥,

M n+1/2 M
- < / p(z)dz —p(n) < —.
8 n—1/2 8

T

7) Onpose ¢(z) = F(In(1+ 100000)).

7) (a) Calculer F et F, puis exprimer ¢” a l’aide de F’ et F”.

7) (b) Montrer que, pour touty € R, |F/,(y)| < wet |F/(y)| < w? On pourra utiliser
2|t| <1+ t%. En déduire que, pour tout u € [5, +00|,

7T2 s

1002 * 1000 - 100%

o ()] <

2

Dans la suite, on admettra que + T
’ € 7002 " 1000 - 1002

< 0,001.

7) (c) Exprimer, pour k € N*, le réel (k) en fonction de F' et de z;, puis montrer que

7) (d) En déduire que |J — S| < 0,001.

8) (a) Montrer, en effectuant le changement de variable u = In(1+ 0 (;IZ) 00 ), que
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In(1+10000,/100000+1,/200000)
J = 10/ F(u)e* du.
In

(141/200000)

8) (b) Soient a, b, w des réels tels que 0 < a < betw > 0.

8) (b) i) Vérifier que G, = wF,, et |G| < 1 sur R. Montrer que

<b-—a.

Inb
/ G, (u)e* du

8) (b)ii) A l'aide d’une intégration par parties et de 1'inégalité précédente, montrer que

2

w

S

<

Inb
/ F, (u)e" du

Ina

8) (c) Déduire de la question précédente que |J| < 100"

1 1
8) (d) Conclure que |S] < 100 + 1000°

IIT — Sur les nombres normaux

On se donne un espace probabilisé (€2, 4, P). On note, sous réserve d’existence, £(X) et

V(X)) I'espérance et la variance d’'une variable aléatoire réelle X.

On rappelle les deux propriétés suivantes :

(i) Pour toute suite d’événements (C},)1c,

P (U Ck> <> P(Cy),
k=0 k=0
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avec la convention que la somme vaut +oo si elle diverge.

(ii) Si (C})en est une suite décroissante d’événements, c’est-a-dire si C), O C),,, pour

tout k > 0, alors

P (ﬂ ck> = lim_P(Cy).

k>0

On rappelle aussi I'inégalité de Markov : si Z est une variable aléatoire positive

admettant une espérance, alors, pour tout a > 0,

E(Z)

P(Z>a)<
(Z>a)< =

On modélise le tirage au sort d"un nombre réel entre zéro et un de la fagon suivante :
(X,,)n>1 est une suite de variables aléatoires indépendantes, de méme loi uniforme a

valeurs dans {0, 1,2, ..., 9}. Elles représentent les décimales du nombre tiré, qui vaut

+00
Xy
,; 10*

Pour tout £ > 1, on définit une variable aléatoire Y}, a valeurs zéro ou un par Y, = 1 si

X, =1,etY, = 0sinon.

9) (a) Montrer que les variables Y}, sont indépendantes et de méme loi, que l'on

précisera.

9) (b) Déterminer E(Y},) et V(Y},).
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On pose

) . : :
Ainsi —* représente la fréquence des chiffres un dans la suite des décimales du nombre
n

tiré.

S

n

9) (c) Calculer V(—) en fonction de n.

n

9) (d) Soit € > 0 fixé. Montrer que

9) (e) En déduire que

1
&—— >8>:O.

lim P
i ( n 10

n——+oo

On va améliorer ce résultat en montrant qu’avec probabilité un la fréquence des chiffres

un dans les décimales vaut 10"

10) Soit (A,,),>; une suite d’événements.

10) (a) Onpose A=) N>1 Z:)N A,.. Montrer que A est 'ensemble des w appartenant a

une infinité d’événements A,

10) (b) On pose, pour tout N > 1, By, = Z:ON A,.. Montrer que, pour tout N > 1,
Bn D By
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10) (c) En déduire que lim P(By)= P(A).

N—+o0

10) (d) On suppose que

+00
Z P(A,) < +o0.
k=1

10) (d) i) Que vaut

+o00
lim Y P(4)
k=N

N—+o0

10) (d) ii) Conclure que P(A) = 0.

1

11) On pose, pour toutk >1, Y/ =Y, — 10

11) (a) Montrer que

11) (b) Montrer que les variables Y, sont indépendantes, d’espérance nulle et telles que

vl<1.

11) (c) Montrer que

E ((zn:Yk') ) <n+3n(n—1).
k=1
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On pourra développer le produit de quatre sommes et distinguer les termes comportant
un indice qui apparait une seule fois, ceux dont les quatre indices sont égaux et ceux

dont les indices apparaissent deux fois chacun.

11) (d) En déduire que

11) (e) On pose, pour k > 1,

3
Montrer que P(A4;) < IR

11) (f) En déduire que

est une série convergente.

11) (g) On considére I'événement

4
A= {w €: (Skliw) — %) > % pour une infinité de k:} .

Montrer que P(A) = 0.
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11) (h) En déduire qu’avec probabilité un, on peut trouver N tel que, pour tout £ > N,

o Ao L

ko 101 —
11) (i) Conclure qu’avec probabilité un, lim Sk _ L
1 P " kotse k10
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