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Partie I

1. Etude des séries dérivées de la série géométrique.

Dans toute cette question, x désigne un réel tel que 0 < z < 1.

a) Calculer, pour tout entier naturel n, les deux sommes suivantes :

n n
E il et E jxj_l_
7=0 J=1

b) Déterminer les limites de 2", de na" et des deux sommes précédentes lorsque n tend

vers +o00.

On admet, pour la seule fonction z - 1/(1 — x) et pour tout entier £ > 1, I'identité

particuliere suivante, ou 0 < x < 1:

+00 . dk 1
> mim 1) (m—k+ = () (®)

¢) Exprimer ainsi 1/(1 — x)3 sous la forme d’une série.

d) Expliciter la dérivée k-iéme de la fonction = — 1/(1 — z). Effectuer dans la relation

(R) le changement d’indice n = m — k et déduire de ces résultats I'expression de

en fonction de k et de z.

2. Application a I’étude de la loi binomiale négative.
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On considere une suite d’épreuves de Bernoulli identiques, indépendantes et menant au

succes avec la probabilité p, o1 0 < p < 1.
Pour tout entier £ > 1, X, désigne le numéro de I'épreuve ot intervient le k-ieme succes.

La variable X, prend donc ses valeurs parmi les entiers supérieurs ou égaux a k.

a) On suppose k = 1. Préciser la loi de X, la probabilité P(X; = n + 1) pour tout entier

naturel n, et 'espérance E(X).

b) On suppose k > 1. Déterminer la probabilité d’obtenir £k — 1 succesenn + k — 1

épreuves, puis en déduire la probabilité P(X, = n + k) pour tout entier naturel n.

¢) Alaide des résultats précédents, vérifier que la série

+o00o
Y P(Xy=n+k)
n=0
a pour somme 1, puis calculer I'espérance E(X,,) en fonction de p et de k. Comment

peut-on interpréter ce dernier résultat?

On dit alors que X, suit la loi binomiale négative de parametres p et k ainsi définie.

Partie 11

On étudie la croissance d"une population au cours du temps. Pour tout réel ¢ > 0, X(¢)
désigne le nombre d’individus de la population a I'instant ¢. On suppose que X (0) = k,

ol k € N est le nombre initial d’individus.

Les probabilités de transition ci-dessous décrivent le modele a partir d"un effectif donné.
Elles s’interpretent comme des probabilités conditionnelles sachant X (t) = n + &
lorsque cet événement a une probabilité strictement positive. Si cette probabilité est
nulle, aucune probabilité conditionnelle par cet événement n’est utilisée; les probabilités
du modeéle a partir de cet état restent données et sont multipliées par

P(X(t) =n+ k) = 0 dans la formule des probabilités totales.
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1. Croissance de la population par les naissances, avec k£ > 0.
On suppose qu’il existe un réel A > 0 tel que, pour toust >0, h > Oetn € N, les
probabilités de transition a partir de l'effectif n + k vérifient :
e la probabilité d'un effectif strictement inférieur a n 4 &k a l'instant ¢ + h est nulle;
e la probabilité d'un effectif égal a n + k + 1 a l'instant ¢ + h vaut A\(n + k)h + he,,(h);
e la probabilité d"un effectif strictement supérieur a n + k + 1 a l'instant ¢ 4 h vaut
hel (h).
Les fonctions ¢, et ], sont indépendantes de ¢ et tendent vers 0 lorsque h tend vers 0.

Ces hypotheses signifient que la population ne peut pas diminuer, que la probabilité
d’une naissance pendant une courte durée h est proportionnelle & h et au nombre
d’individus présents, et que la probabilité de plusieurs naissances est négligeable devant

celle d’une naissance.

Préciser dans ce contexte la probabilité de transition d"un effectif n + k a ce méme
effectif pendant la durée h.

a) Etablir, a I'aide de la formule des probabilités totales,
P(X(t+h)=Fk)=(1—Xkch)P(X(t) = k)+ hey(h),

ou, pour ¢ fixé, £,(h) tend vers 0 lorsque h tend vers 0.

En déduire que p;, : t = P(X(t) = k) est dérivable a droite sur R et que sa dérivée a

droite vérifie

Pi(t) = —Akpy,(t).

On admet que cette formule est aussi valable pour la dérivée de p,, sur |0, +o00[; en 0, la

dérivée considérée est celle a droite.

b) Dériver la fonction ¢ + e***p, (¢) sur R, puis, en tenant compte de

p,(0) = P(X(0) = k), en déduire I'expression de p;(¢) en fonction de k, X et .
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¢) Etablir, pourn > 1,

P(X(t+h)=n+k) = (1—X\n+kR)PX() =n+k)

F A+ k—DRP(X(t) =n+k—1) + he, (h),

ol pour ¢ fixé, ¢,,(h) tend vers 0 lorsque h tend vers 0.
En déduire que p,,,;, : t = P(X(t) = n + k) est dérivable a droite sur R, et que
Prin(t) = =AM+ k)pp () + A0+ k= 1)p,, 1 (D).

On admet que cette formule est aussi valable pour la dérivée sur |0, +-00[; en 0, la

dérivée est celle a droite.

(n+k)t

d) Dériver la fonction ¢  e* P (t) et en déduire par récurrence sur n :

anrk(t) = P(X(t) =n-+ kj) = (n Zi; 1) e—Akt(l o G_At)n,

e) Reconnaitre, a 'aide des résultats de la partie I, la loi de X (¢) et déterminer son

espérance en fonction de A, k et ¢.

2. Croissance de la population par I'immigration.

On suppose qu'il existe un réel . > 0 tel que, pour toust >0, h > 0etn € N, les

probabilités de transition a partir de l'effectif n 4 k vérifient :
e la probabilité d'un effectif strictement inférieur a n 4 £ a l'instant ¢ + h est nulle;
e la probabilité d'un effectif égal a n + k£ + 1 a l'instant ¢ + h vaut ph + he,, (h);

e la probabilité d'un effectif strictement supérieur a n + k + 1 a l'instant ¢ + h vaut
hel (h).
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Les fonctions ¢, et ¢, sont indépendantes de ¢ et tendent vers 0 lorsque h tend vers 0*.

La population ne peut donc pas diminuer; la probabilité d’arrivée d’un immigré
pendant une courte durée h est proportionnelle a h, indépendamment de 1'effectif

présent, et la probabilité de plusieurs arrivées est négligeable devant celle d"une arrivée.

Préciser la probabilité de transition d"un effectif n + k£ & ce méme effectif pendant la

durée h.

a) Etablir, a I'aide de la formule des probabilités totales,
P(X(t+h)=k)=(1—puh)P(X(t) =k)+ hey(h),

o, pour t fixé, £y(h) tend vers 0 lorsque h tend vers 0.

En déduire que g, : t = P(X(t) = k) est dérivable a droite sur R, et que
0 (t) = —pgy(t).

On admet que cette formule est aussi valable pour la dérivée sur |0, +oo[; en 0, la

dérivée est celle a droite.

b) Dériver la fonction ¢ + ettq, (), puis, en tenant compte de ¢, (0) = P(X(0) = k), en

déduire l'expression de g, (t) en fonction de p et de .

C) Etablir, pour n > 1,

P(X(t+h) =n+k) =(1—ph)P(X(t) =n+k) + phP(X(t) = n+k—1) + he, (h),

ot pour t fixé, ,, (h) tend vers 0 lorsque h tend vers 0.

En déduire que q,,;, : t = P(X(t) = n + k) est dérivable a droite sur R, pour tout
k€N, et que

Qyio(t) = =11 1 (8) + 1 g1 (1)
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On admet que cette formule est aussi valable pour la dérivée sur |0, +o0o[; en 0, la

dérivée est celle a droite.

d) Dériver la fonction ¢ + e*'q,, . ,.(t) et en déduire g,, . (t) pour n = 1,2, 3, puis dans le

cas général.

e) Reconnaitre la loi de X (t) — k et donner 'espérance E(X(t)) en fonction de y, k et t.
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