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Partie 1

Soit (p,,),,cn Une suite de nombres positifs ou nuls telle que la série

> P

converge.

On considere la fonction F': [0, 1] — R, appelée fonction génératrice de cette suite,

définie par

+oo
F(t)=> pt-.
k=0

1. Etude de F.

a) Montrer que, pour ¢ € [0, 1], la suite de terme général

n
> oyt
k=0

est croissante et majorée. En déduire que F est définie sur [0, 1].
b) Montrer que F' est une fonction croissante sur [0, 1].
2. Etude locale de F en 1.

a) Montrer que F' admet une limite a gauche en 1. On précisera le théoréme utilisé.
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e Montrer que, pour ¢ € [0,1] etn € N,

n +00
0SFU)-F) <) pl—t)+ > pp
k=0 k=n+1
e En déduire que
+o00
0 < F(1)— lim F(t) < k_zwpk.

e En faisant tendre n vers +oo, en déduire que F' est continue a gauche en 1.

b) Etablir que

Fi) - FQ) _ Z+°O k-1
Fit)—F(1
En déduire que la fonction ¢ : [0, 1[— R, définie par () = %, est croissante

sur [0, 1].

c) On suppose dans cette question que la série

Z kpy,

converge.

Montrer que ¢ admet une limite & gauche en 1 et que

t—1—

+00
lim (1) < Z kpy..
k=0

3/9



@ Prépa Simple ESSEC — 1996

En déduire que F’ est dérivable a gauche en 1 et, en notant F, (1) le nombre dérivé a

gauche de F'en 1, que

+oo
Fi) <Y kpy.
k=0
d) On suppose dans cette question que F est dérivable a gauche en 1.

e Montrer que, pour tousn € Nett € [0,1],

F(t) — F(1)

>ttt <
£ =1

e En déduire que

> kpy, < Fy(1)
k=0

pour tout n € N, puis que la série

> kpy,

converge et que

+00
> kp, < F(1).
k=0

e) En déduire que F' admet une dérivée a gauche en 1 si et seulement si la série

> kpy,
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converge, et que

400
Fj(1) =) kpy.
k=0

f) Application : soit X une variable aléatoire a valeurs dans N et, pour tout n € N,
p, = P(X = n). Etablir qu’une condition nécessaire et suffisante pour que X
admette une espérance est que F' admette une dérivée a gauche en 1. Que vaut
E(X)?

3. Produit de deux fonctions génératrices.

Soient (p,,),,cn €t (¢,,)nen deux suites de nombres positifs ou nuls telles que les séries

> p,

et

convergent. On définit (r,,),,c, par

n

i
o

a) Etablir que
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En déduire la convergence de la série

b) Pour toutt € [0, 1], on pose

+00 +00 +00
F(t) = Zpk:tka G(t> = Zthka H(t) = Zrktk‘
k=0 k=0 k=0

e Prouver que, pour tousn € Nett € [0,1],

n n n 2n
Y it < (ijtj) (Z q;t! ) <D ot
7=0

J=0

e En déduire que F(t)G(t) = H(t) pour tout ¢ € [0, 1].

Partie 2

On considere une piece dont la probabilité de donner Face est p €]0, 1[. Les lancers

successifs sont indépendants.
On propose le jeu suivant a un individu muni d"un capital de K francs, ot K € N*.

Il lance la piéce :

e sielle donne Face, il gagne 1 franc et son capital devient K + 1 francs;

e sielle donne Pile, il perd 1 franc et son capital devient K — 1 francs.

A lissue de ce lancer, si son capital est nul, il est ruiné et le jeu cesse définitivement.
Sinon, il recommence, muni de son nouveau capital, la méme expérience aléatoire dans

les mémes conditions et poursuit ainsi tant qu’il n’est pas ruiné.
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On désigne par :

e Ry l'événement «le joueur, muni d'un capital initial de K francs, est ruiné a 1'issue de

I'un des lancers » ;

e p,(K) la probabilité que ce joueur soit ruiné pour la premiere fois a 'issue du n-ieme

lancer; par convention, p,(K) = 0;

e F la fonction génératrice de la suite (p,,(K)),,c, définie par

+00
Vit € [07 1]7 FK(t) :an(K)tn
n=0
On vérifiera que P(Ry) = Fi(1).

A. Etude du cas particulier K = 1.

On suppose ici que le capital initial du joueur est de 1 franc.
1. Etude de la probabilité de ruine du joueur.
a) Calculer p;(1), py(1) et p5(1).

b) Montrer que, pour tout entier n > 2, la ruine intervient a l'issue du (n + 1)-iéme

lancer si et seulement s’il existe un entier j, avec 1 < j <n —1, tel que :
e alissue du premier lancer, le capital est de 2 francs;

e alissue des j lancers suivants, le capital revient, pour la premiere fois depuis le début

dujeu, a 1 franc;
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e alissue des n — j lancers suivants, le capital arrive pour la premiere fois a 0 franc et le

joueur est ruiné.

Exprimer en fonction de p et des éléments de (p,,(1)),,c, les probabilités associées aux

trois étapes précédentes, puis établir, en rappelant que p,(K) = 0,

¢) En multipliant I'égalité précédente par t"*! et en sommant pour n > 0, établir, a

l'aide de la partie 1, question 3, la relation

vte[0,1],  pHE )2 = Fy(H)— (L—p)t.

d) Etudier les variations de 1 — 4p(1 — p)t? sur |0, 1] et montrer que
vt €]0,1], 1—4p(1—p)t? > (1 —2p)2.

En déduire que, pour ¢ €]0, 1], I'équation ptz? — x + (1 — p)t = 0 posséde deux racines

réelles distinctes z'(t) < x”(t).

Montrer que z”(t) > 1 pour tout ¢ €]0, 1, puis, en remarquant que F; (¢) < 1, en déduire

une expression de F (t) en fonction de p et de t.

e) En faisant tendre ¢ vers 1, déterminer F (1), puis en déduire P(R,) en distinguant

<1et >1
p_2 p 5%

1
2. Espérance et temps d’attente de la ruine pour p < 3

1
Pour p< oY déterminer, a I’aide de la partie 1, question 2, ’espérance de la variable
aléatoire X, indiquant le numéro du lancer a I'issue duquel le joueur est ruiné. Que se

passe-t-il lorsque p = 3 ?
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B. Etude du cas général.
1. Etude de la probabilité de ruine du joueur.

a) Le premier lancer donne Face, respectivement Pile : cet événement est noté ici F},
respectivement P,. A I'aide du systéme complet d’événements { P,, I/} }, établir que,

pour tout entier n > 2,
Pn(1) =ppn1(2).
En multipliant par t" et en sommant, établir la relation
Vi€ [0,1],  Fi(t) = ptFy(t) + (1 —p)t,

puis en déduire que F,(t) = (F,(t))? pour tout ¢ € [0, 1].

b) On suppose K > 2. En raisonnant de méme, établir

PP, 1(K+1)+(1—pp, (K—1) sin>1,
e ) PP (K )

0 sin=0.

En déduire I'expression de F(t) en fonction de p, ¢, Fi,,(t) et Fg_(t), pourt € [0, 1].

Pour ¢ € [0, 1], on définit la suite (uy) ey par ux = Fi(t). Etudier cette suite et

exprimer F'(t) en fonction de p, K et t.

1 1
c) Déterminer Fi (1) et en déduire P(Ry ), en distinguant p < 5 et p> 5

N~

2. Espérance et temps d’attente de la ruine pour p <

1
Pour p< 3 déterminer, a ’aide de F et des résultats de la partie 1, question 2,
I'espérance de la variable aléatoire X ;- indiquant le numéro du lancer a l'issue duquel le

joueur est ruiné. Que se passe-t-il lorsque p = 3 ?
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