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Partie I

1. Etude de suites récurrentes linéaires.

On considére les suites réelles (u,, ), vérifiant, pour tout entier n > 1, la relation

9un+3 - 9un+2 - 7un+1 + 7un = 0. (1)
a) Résoudre l'équation 923 — 922 — 7z + 7 = 0.
b) Déterminer les suites géométriques non nulles ("), vérifiant (1).

¢) On considere une suite (u,,),,~, vVérifiant (1).

Exprimer en fonction de u, u,, us trois réels «, 3, v tels que

( VT, VT
U1:a+?ﬂ—?%

A\

W Tay T
Uy = X - =7
2 9" "9l

T T
+ B .
27 27

Ug =
L3

On formera 9u45 — 7u;. On donnera les expressions exactes de «, 3, 7.

On associe a (u,,),,~; la suite (v, ),,~, définie par

_ Vi v\
v, =u, —a—_p_ o el e

Etablir qu’elle vérifie (1), puis, en remarquant que v, = v, = v3 = 0, montrer que v,, = 0

pour tout entier n > 1.

Exprimer enfin u,, en fonction de n.
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d) En déduire que I'ensemble des suites (u,, ), Vérifiant (1) est I'ensemble des

combinaisons linéaires des trois suites obtenues au b).

2. Etude des puissances d'une matrice.

On se propose d’étudier la suite (M™),,-, des puissances de la matrice

1
0 - 00
3
2
100
M= 3
0200
3
1
00 3 1
3

a) Calculer M?, M3, M* et en déduire que M vérifie les deux propriétés suivantes :

OM* —9M3 — TM? +7TM = 0; (2)
les matrices M, M?, M3 sont linéairement indépendantes. (3)

b) On se propose d’établir, pour tout entier n > 1, I'existence et 1'unicité de trois réels

a,,b,,c, tels que

M"™ =a,M + b, M? + ¢, M3. (4)

Etablir, pour tout entier n > 1, I'unicité des réels a,,, b,,, c,,, s'ils existent.

n» - n?

Déterminer a,,, b,,,c,, pourn = 1,2,3,4.

n»~“n?

Etablir par récurrence l'existence de a,,, b,,, c,, dans le cas général. On explicitera

Qpi1y0pi1,Chyq enfonctionde a,,, b, c

n»'n) -n*
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c) Vérifier par récurrence que a,, + b, + ¢, = 1 pour tout entier n > 1.

d) En multipliant par M"! la relation (2), établir que les suites (a,,), (b,,), (c,,) vérifient

la relation (1).

e) En appliquant a la suite (b,,) les résultats obtenus a la question 1, établir, pour tout

entier n > 1, la formule

() ()

Déterminer de méme les expressions de a,, et de c,,.

Partie 11

On considere un cube dont le sommet de départ porte le numéro 0. Chacun des autres
sommets porte le numéro 1, 2 ou 3 selon que sa distance au sommet 0, mesurée en
nombre minimal d’arétes, vaut 1, 2 ou 3. Plusieurs sommets portent donc le méme

numéro.

On considere le mouvement d"un point P, situé au sommet 0 a I'instant 0, puis se

déplacant parmi les sommets du cube selon les regles suivantes.

(1) Lorsque le point atteint a I'instant » un sommet S autre que le sommet 3, il se situe a

l'instant n + 1, de fagon équiprobable, sur 1'un des trois sommets reliés a S par une aréte.

(2) Lorsque le point atteint le sommet 3, il y reste définitivement.
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Pour tout entier naturel n, on désigne par X, la variable aléatoire indiquant le numéro

du sommet ot se trouve le point a I'instant n; en particulier, X, = 0.

On note T I'instant o1 le point atteint pour la premiere fois le sommet 3, lorsqu’il
l'atteint. Avant d’avoir établi que cette atteinte a lieu avec probabilité 1, 'événement

[T = k] désigne 1’événement «la premiere atteinte a lieu a 'instant & ».

1. Lois des variables aléatoires X ,.

Pour tout entier naturel n, on note U,, le vecteur-colonne dont les composantes, de haut
en bas, sont P(X,, =0),P(X, =1),P(X, =2), P(X,, = 3).

a) Expliciter Uy, U,, U,.

b) Exprimer, pour i = 0, 1,2, 3, la probabilité P(X,_; = i) en fonction de
P(X,=0),P(X,=1),P(X, =2),P(X, =3).

En déduire une matrice M d’ordre 4 telle que U,,,; = MU,, pour tout entier n > 0.
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c) Pour tout entier n > 1, exprimer U,, en fonction de M™ et de U, et en déduire

n» - n?

I'expression du vecteur U, et de la loi de X,, en fonction des réels a,,, b,,, c,, définis

dans la partie L.
2. Loi de la variable aléatoire T'.

a) Montrer que 7" ne peut prendre avec une probabilité non nulle que des valeurs

impaires supérieures ou égales a 3. Donner la probabilité de 1’'événement [T" = 3].

b) Comparer les événements [X,, = 2] N [Xy, ., = 3] et [T = 2n + 1]. En déduire la
probabilité de I’événement [T = 2n + 1].

c) Vérifier alors que

+00
Y PT=2m+1)=1
n=1

d) Calculer enfin I'espérance de T'.
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